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Sommaire 
L'electrodynamique quantique en circuit est un contexte unique pour l'optique quan-
tique et le calcul quantique. Dans cette architecture ou des qubits supraconducteurs, 
composes de jonctions Josephson, sont fortement couples au champ electromagnetique 
de resonateurs coplanaires, la dynamique du systeme est semblable a celle des atomes 
dans des cavites optiques. 
La polyvalence de la conception des circuits supraconducteurs permet d'etudier l'inter-
action lumiere-matiere de differents regimes et manieres. Ainsi, plusieurs qubits peuvent 
etre couples a un seul resonateur afin de les enchevetrer. Une jonction Josephson peut 
egalement etre integree directement au resonateur afin de produire une interaction non 
lineaire entre les photons. De la meme maniere, il a ete suggere que le couplage qubit-
resonateur pourrait devenir l'echelle d'energie dominante du systeme : le regime de cou­
plage ultrafort. 
Malgre que la dynamique qubit-resonateur soit bien comprise, les modeles actuels ne 
permettent pas de predire correctement les effets dispersifs du resonateur sur les qubits 
tels : le decalage de Lamb, l'interaction d'echange virtuelle et le temps de relaxation. 
Comme il n'y a pas non plus de modele general permettant de determiner les caracteris-
tiques d'un resonateur non lineaire, on comprend mal comment rendre la non-linearite 
plus forte, ni meme si le regime de couplage ultrafort peut etre physiquement realise dans 
ces circuits. 
Dans le cadre de ma these, je me suis interesse a la modelisation de qubits et de 
resonateurs afin de mieux comprendre l'interaction lumiere-matiere en circuits, dans le 
but de developper des conceptions alternatives d'architectures plus performantes ou qui 
explorent des regimes d'interactions meconnus. Pour ce faire, j'ai developpe une methode 
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analytique generale permettant de trouver l'hamiltonien exact de circuits distribues non 
lineaires, une methode basee sur la mecanique lagrangienne et la representation des modes 
propres d'oscillation. La grande qualite de la methode reside dans la description analy­
tique detaillee des parametres de 1'hamiltonien du systeme en fonction de la geometrie 
et des caracteristiques electromagnetiques du circuit. Non seulement le formalisme deve-
loppe reconcilie le modele quantique avec l'electromagnetisme classique et la theorie des 
circuits, mais va bien au-dela en formulant d'importantes predictions sur la nature des 
interactions et I'influence des fluctuations du vide du resonateur sur la dynamique des 
qubits supraconducteurs. A l'aide d'exemples numeriques realistes et compatibles avec 
les technologies actuelles, je montre comment de simples optimisations de conception 
permettraient d'augmenter grandement l'efficacite et la rapidite d'execution de calculs 
quantiques avec l'architecture, en plus d'atteindre des regimes de non-linearite et de 
couplage lumiere-matiere inedits. 
En permettant de mieux comprendre l'interaction lumiere-matiere dans les circuits 
et d'optimiser l'architecture afin d'atteindre de nouveaux regimes de couplages, la me­
thode d'analyse de circuit developpee dans cette these permettra de tester et raffiner nos 
connaissances sur l'electrodynamique quantique et la physique quantique. 
Mots-cles: Information quantique, electrodynamique quantique, supraconductivite, 
electromagnetisme, qubit supraconducteur, resonateur non lineaire, couplage ultrafort, 
effet Kerr 
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1 
Atomes et cavites 
L'une des premieres choses qu'on apprend en mecanique quantique est que le vide 
n'est pas completement vide, mais qu'il est plutot un environnement ou le champ elec­
tromagnetique fluctue autour de zero. Pour un atome place dans le vide, les fluctuations 
causent remission spontanee a partir de ses etats excites et lui procure un deplacement de 
ses raies spectrales : le fameux decalage de Lamb [1]. Cette quantite mesurable en labora-
toire a ete un defi de taille pour les theoriciens alors que la theorie de l'electromagnetisme 
indique que ce leger deplacement induit par le vide est infini. C'est Bethe [2] qui fut le 
premier a obtenir un accord qualitatif avec l'experience avec un calcul non-relativiste 
astucieux qui « soustrait » des infinites. Ce n'est qu'apres l'avenement de la theorie de 
la renormalisation qu'un calcul relativiste put finalement predire precisement le decalage 
de Lamb. L'accord avec l'experience est si eloquent qu'il demontre sans equivoque la 
quantification du champ electromagnetique, marquant la naissance d'un nouveau champ 
d'etude de la physique moderne : l'electrodynamique quantique (ou EDQ). 
1.1 L'electrodynamique quantique en cavite 
L'un des aspects les plus fascinants de ce champ de recherche est comment on peut 
affecter fondamentalement les proprietes d'emission de l'atome en changeant son environ­
nement. L'experience de pensee la plus simple pour illustrer ces effets est representee a 
la Fig. 1.1. Elle consiste en un atome, avec seulement deux niveaux quantiques d'interets 
11) et 11), place entre deux miroirs d'un interferometre de Fabry-Perot de sorte a n'etre 
couple qu'a un seul mode du champ electromagnetique. Ainsi, un photon piege dans la 
cavite peut etre absorbe par l'atome et, inversement, un atome initialement excite peut 
1 
2 Chapitre 1 : Atomes et cavites 
Figure 1.1: L'electrodynamique quantique en cavite. En plagant un atome dans une 
cavite Fabry-Perot, le photon emis par I'atome lors de sa relaxation est reflechi par les miroirs 
et peut etre reabsorbe par I'atome a la frequence g = d£c/h determinee par l'amplitude du 
couplage dipolaire electrique. Dans le regime de couplage fort ou g domine sur les pertes de 
photons en dehors de la cavite au taux k, et remission de photon par I'atome ailleurs que dans 
la cavite au taux 7, le processus d'emission spontanee et irreversible de I'atome est remplace 
par un echange coherent d'energie entre I'atome et le champ au rythme de 2g. 
relaxer en emettant un photon dans celle-ci. Cette interaction entre la lumiere et la ma-
tiere se produit a une frequence g = d£c/h, determinee par le couplage entre le moment 
dipolaire electrique de I'atome d et l'amplitude du champ electrique dans la cavite £c. 
La physique de l'electrodynamique quantique en cavite est decrite par l'hamiltonien de 
Jaynes-Cummings [.'•>] 
//JC = hutca)a + fir^Oz + hg(a)<7- + aa+) (1.1) 
et est caracterise par trois quantites : la frequence de la cavite uc, la frequence de la 
transition atomique uja et le couplage lumiere-matiere g. Dans cette notation, a* et a sont 
les operateurs de creation et d'annihilation d'un photon dans la cavite, az l'operateur 
representant la population de I'atome, alors que cr+ et cr_ placent I'atome dans son etat 
excite ou son etat fondamental. Un systeme physique realiste n'est pas a l'abri de pertes 
alors que les photons peuvent s'echapper de la cavite a un taux k. II se peut aussi que 
I'atome soit couple a d'autres sources de relaxation, comme des defauts dans les miroirs, 
qui lui permettent d'emettre un photon ailleurs que dans la cavite au taux 7. 
Dans la situation ou l'interaction lumiere-matiere domine face aux pertes, c'est-a-dire 
dans un regime de couplage fort ou §>k, 7, un atome initialement excite peut emettre un 
photon dans la cavite et le reabsorber a un taux 2g. Ce qui initialement etait un processus 
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irreversible, remission spontanee d'un atome piege dans une cavite, s'est transforme en 
un processus coherent et reversible d'echange d'energie entre la cavite et l'atome : les 
oscillations de Rabi du vide. Les effets de la quantification du champ electromagnetique 
sont si prononces qu'ils permettent la generation et la detection d'etats quantiques de 
lumiere et de phenomenes optiques non-lineaires n'utilisant qu'un seul photon [1,5]. 
L'atteinte du regime de couplage fort dans une experience n'est pas chose aisee alors 
qu'on doit accroitre le couplage dipolaire electrique g sans en affecter les pertes (k , 7). 
II s'agit alors d'utiliser des atomes avec le plus gros moment dipolaire d possible. Aussi, 
le volume V de la cavite doit etre minimal afin de concentrer les fluctuations du champ 
electromagnetique puisque £c = <Jhjjc/2e0V. A cette fin, les travaux novateurs de deux 
groupes de recherche ont permis d'observer divers phenomenes quantiques fondamentaux 
comme la decoherence et I'enchevetrement avec des atomes dans une cavite. L'approche 
adoptee par Serge Haroche et Jean-Michel Raymond de TENS a Paris consiste a prendre 
des atomes de Rydberg voyageant a travers une cavite micro-onde a haut facteur de 
qualite et ou la dynamique atome-champ est inferee par une mesure de l'etat atomique 
apres le passage dans la cavite [()]. L'approche de l'equipe de Jeff Kimble a Caltech est 
plutot basee sur des atomes de cesium tombes d'un piege magneto-optique dans une cavite 
optique et ou la dynamique intracavite est sondee par une mesure de la transmission d'un 
rayonnement laser a travers la cavite [7]. Entre autres, en manipulant le champ de la cavite 
et les atomes, l'equipe de Haroche et Raymond a reussi a detecter la presence des photons 
dans la cavite sans les detruire [N] et a generer et mesurer des etats quantiques de lumiere 
dans la cavite [^]. 
Les implications de ce systeme ne s'arretent pas la alors qu'en principe le champ de la 
cavite peut etre transforme en un bus quantique pour enchevetrer des atomes distants en 
controlant l'interactxon atome-champ. En plus de permettre de sonder la nature subtile 
de I'enchevetrement quantique, l'electrodynamique quantique en cavite constituerait une 
base pour une architecture de calcul quantique. Cependant, plusieurs obstacles techniques 
doivent etre surmontes pour y arriver comme la possibilite d'avoir plusieurs atomes dans 
la cavite ainsi qu'une methode de controle et de mesure individuelle pour chacun d'eux. 
En plus du probleme d'extensibilite, l'architecture est intrinsequement limitee en ra-
pidite d'execution alors que la vitesse de l'echange de l'information entre les systemes 
quantiques est dictee par le couplage g. En unite de la frequence de l'atome, on trouve 
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Meme en utilisant la plus petite cavite possible, l'amplitude de couplage demeure tres 
faible, de l'ordre 10~6, a cause de la petitesse de la constante de structure fine a ~ 1/137. 
1.2 Circuits quantiques supraconducteurs 
Profitant de decennies d'avancees technologiques et de savoir-faire technique sur la 
conception de circuits micro-electroniques a grand deploiement, les circuits supraconduc­
teurs constituent une architecture alternative interessante alors qu'ils exhibent naturel-
lement une coherence quantique a l'echelle macroscopique. 
• Les photons constituent le quantum d'excitation d'un oscillateur harmonique comme 
une cavite optique. Dans les circuits imprimes, ceux-ci sont plutot les excitations d'un 
oscillateur harmonique electrique compose d'une inductance et d'une capacite. Une rea­
lisation possible d'un tel oscillateur harmonique est une ligne a transmission coplanaire 
resonante telle que representee a la Fig. 1.2. Avec ses petites dimensions transverses, le 
guide d'ondes contraint le champ electromagnetique a se propager dans un petit volume 
le long de la ligne. En interrompant l'electrode centrale avec des interstices separes d'une 
demi-longueur d'onde, on cree des capacites de couplage qui agissent comme des miroirs 
pour les photons micro-ondes, formant une version unidimensionnelle de l'interferometre 
de Fabry-Perot. Le taux de perte des photons du resonateur est controle par la taille et 
la geometrie des capacites de couplages et, a des temperatures de l'ordre du milliKelvin, 
ces resonateurs ont demontres des facteurs de qualite de l'ordre de Q ~ 106. C'est-a-dire 
qu'un photon de 10 GHz dans un resonateur d'un centimetre y demeure pour 15 /is, le 
temps de parcourir plus de 10 kilometres avant d'en sortir. 
II reste maintenant a obtenir l'analogue d'un atome avec les circuits. II se trouve que 
les circuits supraconducteurs jouissent de la presence de la jonction tunnel Josephson 
comme element de circuit avec des proprietes uniques. Constitute d'une barriere isolante 
separant deux electrodes supraconductrices, la jonction Josephson permet le passage d'un 
supercourant de paires de Cooper sans perte, telle une inductance non lineaire et non 
dissipative. En combinant la jonction Josephson avec des capacites et des inductances, 
on peut fabriquer differents circuits dont l'espacement en frequence entre les niveaux 
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Figure 1.2: L'electrodynamique quantique en circuit. Avec les circuits supraconducteurs, 
on peut fabriquer un resonateur coplanaire (en bleu) qui joue le role d'une cavite Fabry-Perot oil 
les manques dans l'electrode centrale separes par A/2 crees des miroirs pour des photons micro-
ondes. En plagant un qubit de charge (un transmon, en vert) dans le resonateur, on atteint 
le regime de couplage fort en combinant le grand moment dipolaire du qubit (de grandeur L) 
au fort confinement du champ electromagnetique dans le resonateur (sur une distance r). En 
eclairant le resonateur avec de la lumiere micro-onde de ~ 10 GHz, l'information sur l'etat du 
resonateur ou du qubit peut etre inferee en mesurant l'amplitude et la phase du signal a la 
sortie. 
quantiques est non-equidistant (anharmonique). Dans les bonnes conditions, les deux plus 
bas niveaux d'energie peuvent etre isoles et faire en sorte que la frequence de transition 
u>a entre ces deux niveaux soit de quelques gigahertz, beaucoup plus grande que l'energie 
thermique. Une de ces realisations de ces circuits supraconducteurs quantiques, ou qubits, 
est le qubit de charge. Represents a la Fig. 1.3 ou une jonction Josephson separe une 
electrode du plan de masse de sorte a creer des etats quantiques de charge bien definie. 
Avec la demonstration experimental de la quantification des niveaux d'energie par Clarke 
et al. [II] et des premieres oscillations coherentes d'un qubit de charge par Nakamura 
et al. [12], force est d'admettre que ces circuits se comportent clairement comme des 
« atomes avec des fils electriques » [ 11 ]. 
Contrairement a ceux qu'on retrouve dans la nature, les qubits supraconducteurs 
sont versatiles alors que leurs proprietes sont definies a la fabrication. Qui plus est, 
bon nombre de ces circuits electriques quantiques peuvent etre interconnectes dans un 
reseau complexe par le biais de capacites et inductances, permettant l'etablissement de 
nouveaux types et regimes d'interaction. Cette flexibilite vient a un prix alors que les 
qubits supraconducteurs sont aussi fortement couples a leur environnement ce qui limite 
severement leur temps de coherence a quelques 10 ns. 
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Figure 1.3: Qubit de charge supraconducteur a) En couplant un ilot metallique a un 
reservoir a l'aide d'une jonction Josephson, une boite de paires de Cooper est formee. b) L'ener-
gie Josephson definie un potentiel periodique en cosinus de la phase <f> a travers la jonction et 
determine les etats et energies propres du qubit. 
Toutefois, un qubit de charge place a l'interieur d'un resonateur supraconducteur, 
comme a la Fig. 1.2, voit son emission spontanee fortement attenuee alors que le bruit 
de l'environnement exterieur est filtre par le resonateur. Connu comme etant l'effet Pur-
cell [i:j], ceci a pour effet d'augmenter le temps de relaxation du qubit vers T\ ~ k_1 
en resonance, soit de l'ordre de quelques microsecondes. Aussi le couplage g se trouve 
a etre grandement ameliore alors qu'on combine le grand moment dipolaire electrique 
du qubit avec le fort confinement du champ electrique dans le resonateur. Combine aux 
faibles pertes, le regime de couplage fort en cavite peut etre atteint avec les circuits avec 
g » k,7- A travers leurs travaux theorique [I J] et experimental []">], des chercheurs de 
l'Universite Yale ont mis en evidence la nature quantique du champ du resonateur dans 
les circuits micro-ondes. En accord avec la physique Jaynes-Cummings de l'Eq. (1.1) dans 
le regime de couplage fort, ces travaux ont marque le debut de ce qui est communement 
appele l'electrodynamique quantique en circuit [lit]. 
Un des benefices a travailler avec des circuits est que le couplage lumiere-matiere peut 
etre largement plus grand qu'avec des atomes. Un calcul simple du couplage capacitif 
entre un resonateur de taille transverse r et un dipole electrique de longueur L revele que 
le ratio g/uja  peut s'exprimer comme [Hi] 
(1.3) 
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Bien que toujours limite par la constante de structure fine a, le confinement ID permet 
d'en reduire sa dependance. Comme un qubit supraconducteur tel le transmon [J 7] peut 
etre fabrique pour remplir l'espace entre l'electrode et le plan de masse avec L/r ~ 1, la 
fraction de couplage g/uja peut facilement atteindre quelques pourcents dans les circuits, 
soit quatre ordres de grandeur superieurs a ce qui est retrouve en cavite [ t  S].  
Avec un couplage lumiere-matiere fort, on peut entrer dans le regime dispersif de In­
teraction lorsque le disaccord de frequence entre le qubit et le resonateur est important, 
A = uia— <jjr » g, la conservation d'energie n'est plus respectee et 1'echange devient forte-
ment inhibe. Cependant, 1'echange virtuel de photons avec le resonateur demeure permis 
et cause des decalages en frequence du qubit et du resonateur. Dans cette situation, le 
systeme est dorenavant decrit par l'hamiltonien dispersif Hp [11,1!)] 
ou, en plus de procurer un decalage de Lamb sur le qubit 5 r  = g2/A, une interaction 
lumiere-matiere dispersive proportionnelle aux populations du qubit et du resonateur 
emerge. De l'ordre de g2)A < g/10, le couplage dispersif peut tout de meme etre large-
ment superieur aux pertes. 
Couramment realise dans les circuits, les consequences frappantes de ce regime n'ont 
ete observees que rarement en optique quantique en cavite. Dans une experience phare du 
groupe de Yale [20], un seul qubit deplace la frequence du resonateur par ±35k selon qu'il 
est dans son et^t fondamental ou excite. Ainsi, avec une simple mesure de la transmission 
du resonateur, l'etat du qubit peut etre determine sans le detruire. Reciproquement, on 
peut egalement voir l'interaction dispersive comme un decalage de la frequence du qubit 
u>'a = ua + 2((ata) + l/2)<72/A qui differe pour chaque etat de Fock du resonateur et 
proportionnel a sa probabilite d'occupation. Dans cette experience, l'analyse du spectre 
du qubit revele directement l'etat quantique du champ dans le resonateur. 
D'autres experiences de l'optique quantique ont ete repetees dans les circuits et 
montrent sa capacite a effectuer de la communication quantique, plus particulierement la 
generation des photons micro-ondes uniques et le transfert d'information entre un qubit 
et un photon [21, 22]. Ce qui demarque les qubits supraconducteurs des atomes en cavite 
est l'inherente facilite d'etablir une communication distante entre deux qubits dans le 
meme resonateur sans echanger de photons puisque ceux-ci ne peuvent se deplacer et 
sortir. Lorsque deux qubits sont couples dispersivement au resonateur, une interaction 
(1.4) 
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effective entre le qubit (1) et le qubit (2) emerge suivant Hx = hJ(a^a^ + cri1'cr+') 
resultant de l'echange de photons virtuels avec le resonateur. Ici 1'amplitude J est deter-
minee par les couplages r/(i) et decalages en frequences Aw = — uT pour les qubits 
i = 1,2 suivant 
,  9 { 1 )9 { 2 }  /  1 1 \  
2  A w J '  ^  ^  
Dans la limite oil J » k, 7, des etats enchevetres a deux qubits avec un long temps 
de vie peuvent etre generes. Suite aux premieres demonstrations experimentales d'en-
chevetrement a deux qubits 21], peu de temps s'est ecoule avant que les premiers 
algorithmes a deux et trois qubits furent executes dans ces circuits [2">—27]. Ces dernieres 
experiences demontrent egalement une violation des inegalites de Bell confirmant la vraie 
nature quantique des phenomenes observes. 
Ces recents travaux theoriques et experimentaux montrent l'incroyable capacite des 
circuits supraconducteurs a effectuer de la communication et du calcul quantique. Pas 
meme une decennie s'est deroulee depuis la premiere proposition theorique qu'on entrevoit 
deja la prochaine etape logique soit de coupler davantage de qubits et de resonateurs pour 
produire un processeur quantique [2s], 
1.3 Problematiques abordees dans la these 
Au cours de ma these de doctorat, je me suis attarde a differents problemes et ques­
tions ouvertes dans le domaine de l'electrodynamique quantique en circuit. Plus parti-
culierement, je me suis interesse aux principes fondamentaux de l'interaction lumiere-
matiere et lumiere-lumiere dans ce systeme. J'ai oriente mes travaux selon trois axes 
differents et j'expose ici le contexte et les questions importantes pour chacun d'eux. 
1.3.1 Les harmoniques d'un resonateur 
Une des consequences inevitables associees a l'etude de nouveaux systemes et de 
nouveaux regimes est 1'observation d'effets inedits qui demontrent les limites de notre 
comprehension. Les circuits supraconducteurs ne font pas exception alors que des discor­
dances importantes sont mises en evidence entre le modele de Jaynes-Cummings a un 
mode et les observations experimentales. 
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Par exemple, Fragner et  al .  [21)] ont mesure la frequence de transition d'un qubit dans 
un resonateur en fonction du disaccord de frequence A pour quantifier le decalage de 
Lamb induit par le vide. Apres une caracterisation minutieuse du spectre des premiers 
niveaux du systeme qubit-resonateur, ils ont extrait la frequence du resonateur uir. la 
separation de Rabi du vide 2g et la frequence du qubit uja de l'hamiltonien Jaynes-
Cummings de l'Eq. (1.1). En mesurant la deviation de la frequence de transition du 
qubit depuis sa frequence nue u)a, ils obtiennent le decalage de Lamb du qubit. Alors que 
les mesures experiment ales concordent avec le resultat de la diagonalisation exacte pres 
de la resonance avec —3g < A < 0, une deviation systematique d'au moins 10% avec la 
theorie est observee alors que le systeme entre dans le regime dispersif avec A < —3g. Une 
mesure independante de la temperature de la radiation dans le circuit exclut la possibility 
que des photons excites thermiquement en exces dans le resonateur en soient la cause. 
Bien que minime, cet ecart de la theorie suggere que l'hamiltonien Eq. (1.1) ne decrit pas 
exactement le systeme. 
Pour deux qubits dans un resonateur, on procede de la meme maniere pour determiner 
l'amplitude de I'interaction d'echange virtuel J a partir de I'interaction qubit-resonateur 
des deux qubits g^\g^ et de l'Eq. (1.5). Cette valeur est ensuite comparee a la mesure 
directe de l'amplitude de l'anti-croisement des raies spectrales d'excitations des deux 
qubits a proximite de leur resonance mutuelle ~ . Dans l'experience du bus 
quantique, Majer et al. [23] ont constate que le resultat dispersif J = g^g^/A s'ecarte 
par plus de 100% de l'observation experimentale. Dans cet article, il est mentionne que 
plusieurs modes du resonateur ont ete pris en compte dans l'analyse de J, mais le nombre 
total de ceux-ci fut decide de maniere arbitraire de faqjon a obtenir un accord quantitatif 
appreciable. Cet aspect de I'interaction d'echange virtuel n'est toutefois pas discute dans 
le texte. 
La confirmation de l'hypothese concernant l'importance des harmoniques superieures 
du resonateur vient de la mesure du temps de relaxation d'un qubit de charge dans un 
resonateur. Dans le regime dispersif, remission radiative du qubit est causee par la sortie 
de la fraction photonique gjA de l'etat du qubit en dehors du resonateur. Loin de la 
resonance et en l'absence d'autres sources de decoherence, le taux de relaxation du qubit 
devrait suivre le taux Purcell dispersif [ 1 1] 
(1.6) 
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Figure 1.4: Mesures experimentales du temps de relaxation Purcell. a) Mesures ex­
perimentales (points rouges) de Houck et al. [-in] du temps de relaxation T\ d'un qubit dans un 
resonateur en fonction de la frequence du qubit. En pla^ant un qubit dans un resonateur hors 
resonance, remission spontanee est fortement inhibee en comparaison a un qubit dans l'espace 
ouvert unidimensionnel (pointille vert). Ces mesures experimentales contredisent directement 
la theorie du modele de Jaynes-Cummings dans la limite dispersive (ligne noire). Par contre, en 
traitant le resonateur comme un element de circuit distribue connecte a des resistances repre-
sente en b), le temps de relaxation dicte par la resistance equivalente en c), Ti = C9/3?{Y[cja]}, 
est en accord qualitatif avec l'experience, revelant la contribution importante des nombreuses 
harmoniques du resonateur (ligne pointillee rouge). 
Mais, comme on peut le constater par les mesures de Houck et  al .  [:>0] a la Fig. 1.4a), 
cette formulation ne parvient nullement a decrire correctement le comportement observe 
du temps de relaxation des qubits en resonateurs alors qu'il surestime par plus de deux 
ordres  de grandeur  la  valeur  de T\ lorsque oo n  > oj r .  
Afin de decrire leurs observations, les auteurs ont exploite le modele de Caldeira-
Leggett [31,32] qui lie le theoreme de fluctuation-dissipation et l'admittance caracteris-
tique Y[tt>] d'un circuit arbitraire [-W]. Dans ce cadre, la relaxation du qubit (alors consi-
dere comme un circuit LC) de capacite Cq s'effectue au taux classique 7^ = C9/3?{Y[o/]} 
oil l'admittance generalisee Y[cu] comprend tout l'environnement electromagnetique au-
quel le qubit est couple. Dans ce modele, et tel que represente a la Fig. 1.4b), le resonateur 
est traite comme une ligne a transmission resonante comportant plusieurs harmoniques. 
Le tres bon accord quantitatif du modele theorique avec l'experience a permis aux au­
teurs de conclure que les harmoniques superieures contribuaient de maniere importante 
au temps de relaxation du qubit. 
Bien que simple, une generalisation du modele Jaynes-Cummings comprenant les 
harmoniques superieures du resonateur ne fait qu'empirer l'estime du taux Purcell alors 
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que le poids de ces harmoniques est trop important. Ceci est cause, d'une part, parce que 
le couplage dipolaire electrique de la m-ieme harmonique (de frequence uim = m x ooi) 
s'accroit avec la frequence du mode gm <x et, d'autre part, parce que les capacites 
de couplages agissent comme des miroirs dependants de la frequence de sorte que le 
taux de relaxation du mode m va comme nm oc u)fn [•!!]. Nai'vement, dans un tel modele 
Jaynes-Cummings multimode, le taux Purcell serait donne par la contribution de chaque 
mode 
une serie algebrique qui diverge rapidement avec le nombre de mode. 
En fait, on constate rapidement que ce probleme de divergence s'etend a toutes les 
quantites dispersives. En prenant en compte l'interaction dispersive des harmoniques 
superieures, on obtient les series suivantes pour le decalage de Lamb Sr et l'echange 
vir tuel  J : 
Ces series sont divergentes a cause de la dependance en frequence du couplage dipo­
laire electrique. Le systeme analogue compose d'atomes en cavite souffrant des memes 
problemes, on peut peut-etre s'affranchir de ces divergences en utilisant les memes stra-
tagemes : c'est-a-dire en invoquant la taille finie du qubit, en imposant une frequence de 
coupure ultraviolette ad hoc comme le gap supraconducteur par exemple, ou par le biais 
de la theorie de la renormalisation. Mais le fait que la theorie classique des circuits permet 
de predire correctement le temps de relaxation indique que le probleme residerait plutot 
dans la modelisation du circuit sur lequel l'hamiltonien Jaynes-Cummings est base. Dans 
le cadre de ma these de doctorat, je me suis interesse a regler la question des divergences 
du modele dispersif dans les circuits supraconducteurs. 
1.3.2 Schemas alternatifs de couplage lumiere-matiere 
Tel que mentionne plus tot, en raison de sa grande taille, le transmon permet d'aug-
menter l'amplitude de couplage qubit-champ significativement. L'autre point fort de cette 
2 
(1.7) 
o2 
m 
(1.8) 
(1.9) 
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conception de qubit est sa tres faible sensibilite au bruit de charge environnant, ce qui lui 
permet d'augmenter significativement le temps de coherence dans cette architecture [17]. 
Cependant, ces gains sont faits au detriment d'une anharmonicite reduite entre les ni-
veaux du qubit, limitant la vitesse des portes logiques pour eviter des fuites de population 
vers les etats superieurs. 
Pour tenter de resoudre ce probleme et pour etudier d'autres formes de couplage 
lumiere-matiere, on peut concevoir une architecture alternative basee sur l'interaction 
dipolaire magnetique avec des qubits de flux [']")]. Formes d'une inductance de boucle 
interrompue par une (ou plusieurs) jonctions Josephson, les etats propres du qubit de 
flux sont des etats de courant circulant de part et d'autre de la boucle avec une frequence 
de transition dans les micro-ondes. Grace a son grand moment dipolaire magnetique, 
un faible champ magnetique alternatif peut etre applique a l'interieur de la boucle et 
permet le controle coherent [.'$(>], l'enchevetrement a un circuit LC [• i7] et des portes a 
deux qubits [38]. 
Pour realiser une interaction forte avec les fluctuations magnetiques du resonateur, le 
qubit de flux est place a proximite de l'electrode centrale du resonateur afin d'avoir une 
forte inductance mutuelle geometrique avec celui-ci. Cette methode de couplage dipolaire 
magnetique pourrait, en principe, atteindre le regime de couplage fort de l'EDQ en cavite 
[3!>, 40]. Pour y arriver, la faible amplitude des fluctuations magnetiques du point zero du 
resonateur, par rapport au champ electrique, doit etre compensee par une augmentation 
significative de l'inductance mutuelle, et done de la surface de la boucle du qubit. Ce 
faisant, le qubit devient toutefois plus sensible au bruit de flux environnant. On en conclut 
done que cette approche est loin d'etre ideale, alors que l'obtention d'amplitudes de 
couplage g comparables a celles obtenues avec les transmons n'est pas realisable sans 
compromettre severement le temps de decoherence du qubit. 
II se trouve cependant que l'inductance mutuelle geometrique n'est pas la seule me­
thode pour coupler magnetiquement deux objets alors qu'on peut profiter de l'inductance 
cinetique de minces fils supraconducteurs. Dans le cadre de ma these, je me suis interesse 
a analyser le couplage direct d'un qubit de flux a un resonateur et si cela pouvait engendre 
de meilleurs couplages. 
Cette idee de fusionner le qubit et le resonateur ensemble pour obtenir une interac­
tion directe est l'un des aspects qui distingue les circuits supraconducteurs des autres 
systemes physiques. Comme Devoret, Girvin et Schoelkopf [10] l'ont demontre, le cou­
plage direct est une methode fondamentalement differente de faire interagir la lumiere et 
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Figure 1.5: Architectures alternatives pour l'EDQ en circuit. Differents types d'ar-
chitectures peuvent etre elabores pour resoudre certains problemes ou pour explorer differents 
regimes d'interactions. En a) pour etudier d'autres formes de couplage lumiere-matiere on peut 
elaborer une architecture a EDQ en circuit sur des qubits de flux couples aux fluctuations 
magnetiques du vide du resonateur. Alternativement, en inserant un qubit de charge dans 
l'electrode centrale du resonateur, on aurait un systeme d'ecrit par le circuit effectif en b) ou 
le qubit est directement couple aux fluctuations de courant du resonateur. Cette architecture 
en-ligne proposee par Devoret et al. [10] pourrait atteindre un regime de couplage ultrafort avec 
ff/Wa > 1-
la matiere alors qu'elle n'est pas sujette aux memes limitations. Pour demontrer ce fait, 
ceux-ci suggerent d'inserer un qubit de charge directement dans l'electrode centrale d'un 
resonateur. Decrit par le circuit effectif de la Fig. 1.5b), l'interaction se fait par le biais 
du passage des fluctuations de courant du resonateur directement a travers la jonction 
Josephson du qubit. Les auteurs montrent que, dans cette situation, le couplage lumiere-
matiere n'est alors plus limite par la constante de structure fine alors que g/oja oc a-1/2, 
contrairement  au couplage dipolaire  e lectr ique a  l 'Eq.  (1 .3) .  Cet te  archi tecture ,  d i te  en-
ligne, permettrait des amplitudes de couplages inegalees ou g/ua > 1. Dans ce regime de 
couplage ultrafort, les constituants ne peuvent plus etre consideres independamment et le 
couplage ne peut plus etre traite comme une perturbation [II]. Encore meconnue autant 
du point de vue theorique qu'experimental, l'etude de ce nouveau regime d'interaction 
permettrait de contribuer significativement a la connaissance et a la comprehension du 
couplage lumiere-matiere. Desireux d'etudier plus profondement la possibility d'atteindre 
le regime de couplage ultrafort dans les circuits, j'ai analyse dans le detail l'hypothese de 
Devoret et al. dans ma these de doctorat. 
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1.3.3 Combiner la jonction Josephson et le resonateur 
L'interaction dispersive lineaire d'un atome dans une cavite le fait agir comme un 
milieu d'indice de refraction quantique changeant de signe selon que l'atome est dans son 
etat fondamental ou excite. En remplagant l'atome par un milieu optique non lineaire, 
differents effets quantiques de la lumiere peuvent etre mis au jour. Par exemple, pour 
un cristal optique non lineaire a effet Kerr, l'indice de refraction du cristal depend de 
l'intensite lumineuse le traversant. Ainsi, un milieu Kerr dans une cavite procure une 
interaction dispersive non lineaire entre les photons. Decrit par l'hamiltonien 
H = fruj ra*a — h^-{a*a) 2 , (1-10) 
la cavite non lineaire possede une frequence d'oscillation qui depend de l'intensite du 
champ qu'elle contient, une version optique d'un oscillateur de Duffing bien connu [12]. 
Lorsque l'oscillateur est excite par une faible force oscillante, sa susceptibilite non li­
neaire fait en sorte que la reponse du systeme peut etre fortement affectee. Les cristaux 
optiques non lineaires n'ayant qu'une tres faible non-linearite optique et beaucoup de 
pertes internes, ceux-ci requierent de fortes puissances optiques pour etre utilises. 
Dans les circuits supraconducteurs, la situation est toute autre en raison de la grande 
non-linearite et de 1'absence de dissipation de la jonction Josephson. En plagant une jonc­
tion dans un resonateur, on peut rendre ce dernier non lineaire et ainsi concevoir un circuit 
analogue a la cavite optique non lineaire [13]. Autour de la frequence de resonance, le sys­
teme est caracterise par un simple circuit LC [11] dont la frequence ujq = 1 /\J(h + Lj)C 
depend de l'inductance totale du circuit. Parce que l'inductance Josephson s'accroit de 
maniere non monotone avec le courant la traversant, celle-ci agit de maniere similaire a 
un cristal Kerr. De plus, remplagant la jonction par un SQUID, la frequence de resonance 
de l'oscillateur est controlable sous l'application d'un champ magnetique externe dans la 
boucle [ll], 
Avec une non-linearite K bien inferieure aux pertes radiatives, plusieurs phenomenes 
d'optique quantique dans le domaine micro-onde ont ete demontres avec des resona-
teurs non lineaires comme 1'amplification de signaux micro-ondes [13], la bistabilite et la 
bifurcation [Hi], A cause de leur pertes internes quasi-inexistantes, ces resonateurs non-
lineaires approchent meme la limite quantique d'amplification pour le niveau de bruit 
ajoute dans le signal amplifie [17, L*]. 
Alors que ces experiences montrent que le resonateur non lineaire est un outil d'optique 
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quantique fort utile, on peut des lors se demander si un regime de non-linearite plus 
intense peut etre atteint, permettant l'observation des effets de la quantification du champ 
du resonateur .  Par  exemple,  lorsque l 'effet  Kerr  devient  superieur  aux per tes  avec K > k.  
on peut montrer qu'un etat coherent de la lumiere evoluant sous l'hamiltonien l'Eq. (1.10) 
se  t ransforme en une superposi t ion coherente  d 'e ta t  coherents  en un temps T = n/K [){)] .  
On peut ainsi generer de l'enchevetrement quantique a l'echelle macroscopique avec de 
la lumiere, une version optique des fameux chats de Schrodinger [50]. Egalement, le 
resonateur peut entrer dans un regime de blocage de photons, l'analogue optique du 
blocage de Coulomb dans les points quantiques, alors qu'un photon en resonance avec la 
transition 0 <-»• 1 ne peut penetrer que si le resonateur est initialement vide. 
L'approche standard de l'analyse de ces circuits repose sur la representation discrete 
dont les parametres ne peuvent etre predits a partir des caracteristiques physiques du 
circuit a l'etape de la conception, mais plutot inferes depuis l'experience. Bien que tres 
utile, l'approche est cependant incomplete et fait en sorte qu'il est plutot ardu d'optimiser 
les caracteristiques du circuit pour atteindre de nouveaux regimes de non-linearite de 
l'optique quantique. 
A cet egard, Wallquist et  al .  [51] ont developpe un modele analytique effectif a un 
mode d'un resonateur non-lineaire a partir de la representation distribuee du circuit et de 
la theorie de perturbation. Cette approche leuf a permis de caracteriser, dans le regime 
lineaire, un resonateur pourvu d'un SQUID dont la frequence de resonance est ajustable 
a l'aide d'un flux externe [15], Toutefois, le modele theorique ne peut decrire correc-
tement un resonateur fortement non lineaire alors que l'approche perturbative utilisee 
provoque des incongruites dans la description effective du circuit. En restreignant leur 
modele effectif au premier mode du resonateur, les auteurs font alors une approximation 
impliquant que la non-linearite ne peut etre introduite qu'en invoquant la presence de la 
troisieme harmonique au3 = 3 x Or, comme la jonction Josephson est un element 
dispersif, elle n'affecte pas tous les modes du resonateur de la meme maniere et implique 
que la frequence de la troisieme harmonique correspond plutot au3 <3xwj. Le modele 
n'est done pas coherent dans la maniere de gerer les differents modes du resonateur et 
ce, meme dans la limite oil la jonction Josephson est tres faiblement non lineaire. 
Dans ma these, j'ai developpe un modele analytique rigoureux pour caracteriser un 
resonateur non lineaire et verifie, pour la premiere fois, qu'il est possible d'atteindre des 
regimes de non-linearite tres intenses permettant d'observer des phenomenes d'optique 
quantique avec des circuits. 
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1.4 Vue d'ensemble de la these 
Le fil conducteur qui relie ces differents sujets est la profonde necessite de modeliser 
et de decrire correctement l'environnement electromagnetique particulier que constitue 
le resonateur coplanaire et les differents types de qubits supraconducteurs. Dans le cadre 
de ma these, je me suis attarde a la description detaillee de ces circuits sous differents 
conceptions et geometries. L'originalite de mon travail se situe dans le developpement 
d'un cadre theorique pour la description de circuits complexes en utilisant les principes 
fondamentaux de la mecanique lagrangienne et hamiltonienne et les modes stationnaires 
d'oscillations des circuits. Ce formalisme a la grande qualite d'etre flexible et peut etre 
adapte a tout type de circuit, lineaire ou non lineaire, avec un nombre arbitraire de degres 
de liberte. 
Avant d'aborder dans le detail le modele developpe, je commence le chapitre §2 par 
une revision des principes fondamentaux de la mecanique lagrangienne et hamiltonienne 
pour les circuits discrets non dissipatifs, ainsi que de la theorie quantique de la dissi­
pation dans les circuits. A la section §2.3, j'aborde le probleme de la modelisation d'un 
resonateur ideal par la representation de ses modes normaux d'oscillation. Je generalise 
ensuite l'approche a un resonateur ayant une geometrie et des conditions aux frontieres 
arbitraires. Je termine ce chapitre par la section §2.5 qui traite de la dissipation dans 
les resonateurs causee par des pertes ohmiques, dielectriques et radiatives. Entre autres, 
j'y demontre que le taux de relaxation radiatif sature dans les hautes frequences et que 
le resonateur coplanaire constitue un bon guide d'ondes a toutes les frequences et ce, 
meme au-dela du gap supraconducteur. Ainsi, ce dernier ne peut s'imposer comme une 
frequence de coupure ultraviolette a la description multimode du resonateur. 
Au chapitre §3, suite a un bref survol des qubits de charge et du transmon dans 
leur limite discrete a la section §3.1, j'applique les outils theoriques d'analyse de circuits 
distribues a I'architecture d'electrodynamique quantique en circuit oil des transmons 
sont places a proximite d'un resonateur coplanaire. Dans ce formalisme, je trouve que 
le circuit est decrit par un hamiltonien de Rabi multimode qui me permet d'obtenir, 
apres generalisation de la transformation dispersive a la section §3.3, une formulation 
detaillee du decalage de Lamb, du taux de relaxation Purcell et de l'echange virtuel. 
C'est a la section §3.4 que je demontre comment les lois de l'electromagnetisme imposent 
des quantites dispersives convergentes dans les circuits, contrairement au cas atomique. A 
l'aide d'exemples numeriques, a la section §3.5 je montre que les harmoniques superieures 
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apportent des corrections majeures aux quantites dispersives et que le modele reproduit 
precisement le taux de relaxation attendu par la theorie des circuits. Grace a ce modele, 
je trouve a la section §3.6 qu'il est possible d'exploiter plus efficacement les fluctuations 
du vide dans le resonateur pour augmenter le temps de relaxation et l'echange virtuel 
par un facteur 100 (ou plus), ce qui ameliorerait drastiquement la fiabilite et la rapidite 
d'execution des algorithmes quantiques. Finalement, je termine ce chapitre en formulant 
l'hypothese que l'interaction avec des modes indesirables sur la puce pourrait etre une 
cause dominante de la relaxation des transmons dans cette architecture. 
Le chapitre §4 est consacre au traitement et a l'analyse des resonateurs non-lineaires 
quantiques. Apres avoir adapte le formalisme des modes normaux au circuit compose 
d'une jonction integree a un resonateur, je vais au-dela du modele de Wallquist et al. en 
obtenant a la section §4.1 l'hamiltonien harmonique exact du circuit. Je traite ensuite 
a la section §4.2 la non-lineairite de la jonction comme une perturbation qui introduit 
des couplages photon-photon dans le systeme sous la forme d'effets Kerr et Kerr-croises. 
A l'aide des expressions analytiques de ces couplages et de l'optimisation numerique, 
je montre a la section §4.3 comment on peut atteindre de nouveaux regimes de non-
linearite en optique quantique. Par exemple, je demontre qu'un resonateur fortement 
non lineaire peut etre utilise pour generer des etats quantiques de lumiere rapidement. 
De plus, pour un resonateur tres court, la non-linearite est tres intense et le resonateur 
devient une variante uni-dimensionnelle du transmon. Le chapitre se termine avec la 
section §4.4 ou j'explore la limite particuliere du resonateur non lineaire correspondant a 
celle d'un transmon integre a meme le resonateur tel que proposee par Devoret, Girvin et 
Schoelkopf [111]. J'y demontre que cette fusion resulte bien en un couplage lumiere-matiere 
ultrafort mais qu'il peut etre fortement limite en anharmonicite. 
Le dernier chapitre de cette these §5 est consacre a l'elaboration d'une realisation 
alternative de EDQ en circuit basee sur le couplage les fluctuations du vide du courant 
dans le resonateur au moment dipolaire magnetique d'un qubit de flux. Apres avoir brie-
vement exposes les qubits de flux et leurs avantages a la section §5.1, je propose a la 
section §5.2 une conception alternative d'interaction avec un resonateur en connectant 
directement le qubit de flux a l'electrode centrale, une conception qui permet d'atteindre 
des couplages forts tout en minimisant la sensibilite du qubit au bruit de flux. Realisee 
experimentalement par Abdumalikov et al. [72] dans les laboratoires de la NEC au Japon, 
cette conception constitue une alternative viable pour l'EDQ en circuit. En allant encore 
plus loin, a la section §5.4, je montre qu'on peut exploiter la grande inductance Josephson 
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pour atteindre des amplitudes de couplages de l'ordre de g/ujoi  ~ 1 — 10 et ce malgre la 
limitation apparente imposee par la constante de structure fine. Dans ce nouveau regime 
de couplage ultrafort de l'EDQ en circuit, l'approximation seculaire si frequemment uti-
lisee n'est plus valide et constitue un changement important de paradigme alors que le 
qubit et le resonateur forment une nouvelle entite unique. Avec des conceptions inspirees 
par mes travaux [•">.'$], les travaux experimentaux menes par Forn-Diaz et al. [51] et plus 
specifiquement par Niemczyk et al. [">">] ont demontre directement les efTets d'un couplage 
qubit-resonateur ultrafort. Je conclus ce chapitre sur une discussion des consequences du 
bris de l'approximation seculaire, comment cette architecture avec des qubits de flux 
permet de faire de la physique theorique et experimentale au-dela de Jaynes-Cummings 
ainsi que de l'impact de cette decouverte dans le milieu scientifique. 
Finalement, la these se termine sur les differentes perspectives de recherches futures 
et questions ouvertes que permettent les travaux presentes ici. 
2 
Resonateurs lineaires supraconducteurs 
Afin de mieux comprendre comment l'environnement electromagnetique du resonateur 
influence la dynamique d'un qubit supraconducteur et comment la conception du circuit 
permet l'emergence d'effets optiques fortement non lineaires, il convient tout d'abord de 
comprendre le fonctionnement des resonateurs lineaires supraconducteurs. Apres avoir 
jete les bases elementaires de la theorie des circuits quantiques non dissipatifs, je traite 
de la dissipation en introduisant le modele de Caldeira-Leggett et l'equation maitresse 
de Born-Markov. Je procede alors a l'elaboration d'un cadre theorique permettant de 
modeliser les resonateurs homogenes en determinant leurs modes propres d'oscillations. 
Je generalise ensuite la procedure pour les resonateurs non homogenes. Par la suite, les 
differentes sources de dissipations dans le circuit sont incorporees dans la description 
et je discute du comportement en frequence des taux de relaxation pour un resonateur 
coplanaire supraconducteur. 
2.1 Theorie des circuits non dissipatifs 
Les rudiments de la theorie des circuits non dissipatifs ayant deja ete explicites dans 
la litterature sous differentes formes (voir, par exemple [">(>]), je resume ici le formalisme 
tel que presente par Michel Devoret dans le cadre d'un cours donne a l'ecole d'ete des 
Houches en 1997 [">7]. 
2.1.1 Equations constitutives 
Un circuit electrique se compose d'un reseau de branches {b} formees d'un certain 
nombre de composantes elementaires, connectees ensemble par 1'entremise de noeuds 
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Va(t)  
Vi( t)  
Vc(t)  
Figure 2.1: Exemple d'un reseau de circuit. Les trois branches a, b et c de ce circuit 
elementaire sont interconnects par les noeuds 1,2 et 3. La direction des fleches indique la 
convention de signe adoptee pour la difference de potentiel et le courant d'une branche arbitraire 
dans le reseau. 
corame a la Fig. 2.1. Les elements de chacune des branches a un temps t  donne sont 
decrits seulement par le potentiel Vi,(t) qui la traverse et le courant ib(t) qui y circule dans 
des directions telles qu'imposees par l'orientation de la branche. Ces variables peuvent 
etre decrites par le champ electromagnetique sous-jacent selon les integrates de chemin 
r  fin de b  
Vb 
ftin o 
E d s , (2.1) 
./debut de b 
ib =— /  B  •  d s .  (2.2) 
Mo Jb 
En decrivant le reseau a l'aide de circuits element aires, ces definitions sont alors 
independantes du parcours precis d'integration. On peut des lors definir le flux et la 
charge de branche selon 
$&(*) = (2-3) 
J—oo 
Q b ( t )  =  f i b ( t ' )  dt ' ,  (2.4) 
J — oc 
alors qu'on suppose que le circuit est au repos, sans potentiel ni courant, au temps 
t = — oo, et que les champs externes agissants sur le circuit sont allurnes de maniere 
adiabatique de t = —oo a t = 0. Pour chaque element capacitif, on associe une relation 
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potentiel-charge de la forme 
v b  =  f i Q b ) ,  (2.5) 
tandis qu'une relation courant-flux est associee aux elements inductifs 
ib  = g($b) ,  (2.6) 
en negligeant l'inductance mutuelle. Comme la puissance traversant la branche b est Vbh,  
l'energie d'un element capacitif du circuit est 
T(Q„) = IQ f (Q ) dQ, (2.7) 
JO 
alors que l'energie d'un element inductif est plutot 
U($ b )= [*g{$)d$.  (2.8) 
Jo 
Par exemple, pour des elements de circuits lineaires comme une capacite C et une induc­
tance L, on a f(Q) = Q/C et <?($) = $/L de sorte que 
rm =% = \cvl, (2.9) 
Ui* b) ~2L = 2 (2-10) 
tel que prevu. Les expressions Eqs. (2.3) et (2.4) sont les relations constitutives permet-
tant de representer un circuit avec un ensemble discret de variables locales. 
2.1.2 Degres de liberte d'un circuit 
Comme les variables de branche doivent repondre aux contraintes dictees par les lois 
de Kirchhoff, elles ne sont pas independantes et ne constituent done pas les degres de 
liberte du circuit. En effet, les lois de Kirchhoff du potentiel et courant stipulent que la 
somme des potentiels autour d'une boucle I est nulle et que la somme des courants arrivant 
a un noeud n est egalement nulle. A l'aide des relations constitutives a l'Eq. (2.3) et a 
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1 i---1 • • *—i 2 
i i 
r -
i 
Figure 2.2: Exemple d'arbre decrivant un circuit electrique. Les branches de fermeture 
sont en pointilles, le noeud 3 est le noeud de reference et les noeuds actifs sont les noeuds 1 
et 2. La constante $x est le flux magnetique a travers la boucle physique formee par les trois 
inductances. Figure adaptee de Ref. [~>7]. 
l'Eq. (2.4), on peut reecrire ces lois de conservations en terme des variables de branches : 
(2.11) 
bei 
£<26-<2*=0, (2.12) 
b—>n 
Ici <£>! et Q x  correspondent respectivement au flux net traversant la boucle physique et a 
la charge residuelle du noeud, des quantites qu'on considere independantes du temps. 
Pour determiner les degres de liberte d'un circuit, on s'appuie sur les regies de base 
suivantes [17] : 
o Un premier noeud est choisi comme reference a la terre. Les autres noeuds sont dits 
act i fs .  
o  A partir du noeud de reference, un arbre est construit a partir des branches reliant 
chaque noeud actif a celui-ci. 
o Les branches restantes sont dites de fermeture.  Chacune d'elles definit une boucle 
en joignant deux bouts d'une branche par le chemin le plus court de l'arbre. 
o Ces boucles irreductibles forment une base a partir de laquelle les boucles du reseau 
peuvent etre construites. 
Dans ces termes, les variables de noeuds sont des quantites electriques qui dependent de 
la topologie du circuit. De plus, on peut aisement comparer le choix du noeud de reference 
et de l'arbre generateur a un choix de jauge dans la theorie electromagnetique standard. 
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2.1.3 Mecanique lagrangienne et hamiltonienne 
Une fois que l'arbre generateur a ete construit, on effectue la sommation de toutes les 
energies capacitives r($n) et des energies inductives U($>n) des branches liees a chacun 
des noeuds actifs. On aura pris soin auparavant d'associer le flux externe a une seule 
branche et la charge residuelle Qx a un seul noeud. Par la soustraction de l'energie 
inductive totale a l'energie capacitive totale, on obtient le lagrangien du circuit 
= 53r(-i.„) - 53£/c*„). (2.13) 
n n 
une fonctionnelle des flux de noeuds $n et de leur derivee temporelle $>„. 
La dynamique du circuit est determinee par les equations du mouvement des degres de 
liberte, obtenues a partir du principe de moindre action et de 1'equation d'Euler-Lagrange 
qui en decoule. Pour des variables c5n dependantes, de maniere generale, des variables 
d'espace et de temps {/i} G {x, y, z,t}, l'equation d'Euler-Lagrange s'ecrit 
(214)  
Les equations du mouvement ainsi obtenues correspondent aux equations decoulant de 
la loi de Kirchhoff de conservation des courants dans le circuit. 
Pour determiner la dynamique du circuit quantique, il est cependant plus pratique 
d'utiliser la forme hamiltonienne puisqu'elle ne consiste qu'en une simple transformation 
uni ta i re  dans le  temps.  Pour  ce  faire ,  on def ini t  tout  d 'abord la  charge de noeud Q n  
comme le moment conjugue au flux de noeud : 
Qn = — ( 2 . 1 5 )  
Puisque les circuits reels sont formes de metaux, il y a toujours une capacite, meme para-
sitaire, qui relie deux noeuds du circuit et alors la charge Qn est une quantite bien definie 
pour tous les noeuds. L'hamiltonien du circuit s'obtient alors par simple transformation 
de Legendre du lagrangien et, etant donne les moments conjugues, s'ecrit 
#({Qn,<U) =EQn$n ~ £({$„,**}), ' (2.16) 
soit une fonctionnelle des flux et des charges de noeuds uniquement. 
24 Chapitre 2 : Resonateurs lineaires supraconducteurs 
2.1.4 Representation matricielle 
Le calcul algebrique de la transformation de Legendre pouvant devenir rapidement 
laborieux meme pour un nombre restreint de noeuds, on peut opter pour une procedure 
matricielle systematique. En supposant qu'on applique une difference de potentiel Vg au 
noeud k seulement, on remarque que la charge d'un noeud j particulier s'ecrit de maniere 
generale 
ou Cij est la capacite de branche reliant les noeuds i et j  et oil 5jk est le delta de Kronecker. 
Definissant la matrice des capacites C telle que ses elements [C]2J = C,j. l'ensemble des 
charges conjuguees peut etre represents par un vecteur colonne Q selon 
Qi = irr  = Y. c i i*i  + s j&9V g ,  
0(f)j i 
(2.17) 
Q — Q' + Qg, (2.18) 
oil on definit le vecteur de charge de grille [Qg\j — 5jkCgVg et ou Q' = Q — Qg = C$ est 
le vecteur des charges de noeuds en l'absence de biais electrostatique. Etant donne que 
la matrice C est non-singuliere, on a alors $ = C_1Q et le lagrangien prend la forme 
matricielle 
L = l!^c! + Qj!-i/({$n}). (2.19) 
En remarquant que J2n Qn&n = {Q' + Q9) suite a la transformation de Legendre et 
en utilisant le lagrangien de l'Eq. (2.19), I'hamiltonien s'ecrit simplement 
H = l-QrrC1Q' + U{{^n}). (2.20) 
Des lors, la forme hamiltonienne de tout circuit dont le lagrangien a ete determine s'ob-
tient par une simple inversion de la matrice des capacites. 
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2.1.5 Quantification canonique et l'oscillateur harmonique quan-
tique 
II est interessant de remarquer que le crochet de Poisson du flux et de la charge 
conjuguee d'une branche du circuit est une quantite independante du choix de I'arbre 
generateur et est toujours 1'unite [5^] 
r* =  = l  (2 2U [  6
'
0 f c ]  \d* ndQ n  d$ ndQ n  •  (  -  }  
Par la procedure standard de quantification canonique, les variables et moments 
conjugues Qn sont promus au niveau d'operateurs Qn et le crochet de Poisson en 
commutateur de sorte que 
[I>n,Q„]=if t .  (2 .22)  
Ainsi, l'hamiltonien H -» H devient maintenant une fonction d'operateurs determinant 
revolution libre d'operateurs A arbitraires du circuit selon l'equation de Heisenberg 
ihA=[A,H J. (2.23) 
Le circuit LC est sans aucun doute un des circuits elementaires les plus simples et 
des plus importants puisqu'il correspond a un oscillateur harmonique. Possedant un seul 
noeud actif, le circuit compose d'une capacite C et d'une inductance L en parallele est 
decrit par le lagrangien 
L 0 2  (2  241 
c 
~~ ~2 2L (2 24) 
Etant donne la charge de noeud q = C0, l'hamiltonien du circuit possede la forme triviale 
de l'oscillateur harmonique 
Hlc = x + (2-25) 
ou u>0 = 1/n/LC est la frequence naturelle d'oscillation. Par analogie avec un systeme 
masse-ressort ou Hur = ^ + |kx2, on associe le flux et la charge de noeud du circuit 
LC a la position et la quantite de mouvement, alors que la capacite et l'inductance sont 
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analogues a la masse et a l'inverse de la constante de rappel. 
En definissant les operateurs de creation a* et d'annihilation a suivant la regie de 
commutation [a, a*J = 1 et tels que 
^=/5^(a,+a)' 
. hCuj0 / t \ 
9  =  l y — ( a t _ a )  
I'hamiltonien quantique du circuit LC prend la forme d'un oscillateur harmonique quan­
tique, soit 
HhC = tudo 4- 1/2^ . (2.28) 
Dans la limite des basses temperatures ou k&T <C hui0, l'oscillateur peut etre initialise 
dans son etat fondamental. 
La theorie que j'ai exposee jusqu'ici n'a considere que des circuits ideaux ne contenant 
aucune resistance interne ou externe dissipant l'energie, ce qui ne correspond done pas a 
une realisation physique. Avec de la dissipation, l'oscillateur possede un facteur de qualite 
Q fini de sorte qu'une excitation dans le circuit aura un long temps de relaxation donne 
par Q/co'o- On s'interesse a la prochaine section au traitement de la dissipation dans les 
circuits quantiques. 
2.2 Theorie quantique de la dissipation dans les cir­
cuits 
Meme s'il est compose de materiaux supraconducteurs, un circuit comportera tou-
jours des pertes et particulierement dans les hautes frequences. Les impuretes dans les 
materiaux, la resistivite finie du substrat dielectrique et les lignes a transmission neces-
saires pour le controle et la mesure sont des exemples d'avenues pour dissiper l'energie 
emmagasinee dans un circuit. Toutes ces sources de dissipation ont en commun le fait 
qu'elles sont representables par une impedance Z(w) placee en serie ou en parallele dans 
le circuit. Classiquement, on s'attend a ce qu'une impedance equivalente en parallele au 
(2.26) 
(2.27) 
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circuit amortisse le mouvement de $ selon 
<j> $ 
C$ + R + L = °' (229) 
ou la resistance equivalente R = di{Z(u>o)} fait en sorte que l'energie de l'oscillateur se 
dissipe a un taux Q/ujo = RC. II n'est cependant pas trivial de savoir comment conside-
rer un processus irreversible de relaxation (et done de decoherence) avec la formulation 
lagrangienne et hamiltonienne de systemes conservatifs. 
J'aborde ici les processus de dissipation en me basant sur le modele de Caldeira-
Leggett [31,32, •">!)] des circuits dissipatifs. L'essence de ce modele reside dans la reconcilia­
tion de la formulation hamiltonienne d'un systeme quantique couple a un environnement, 
et l'irreversibilite du processus d'interaction menant a la decoherence. Pour ce faire, on 
decrit l'environnement dissipatif comme un ensemble dense d'oscillateurs harmoniques. 
Le considerant en equilibre thermique, on voit que les fluctuations des degres de liberte 
de l'ensemble d'oscillateurs sont les memes que celles qu'aurait une resistance equivalente 
R(u;). Finalement on demontre que ce sont ces fluctuations qui sont a l'origine de la de-
coherence en decrivant la dynamique du systeme quantique avec dissipation par le biais 
de l'equation maitresse de Born-Markov. 
2.2.1 Modele de Caldeira-Leggett des circuits dissipatifs 
Un element de circuit dissipatif place en serie ou en parallele est represents par une 
impedance Z(ui) ou une admittance Y(u;). Dans la representation de Caldeira-Leggett 
telle que schematisee a la Fig. 2.3, elles sont constitutes d'un ensemble d'oscillateurs 
harmoniques, oil l'oscillateur note u a une capacite C„, une inductance Lu et une frequence 
U3V = (L^Cy)-1^2 [")?]. Pour la suite, je me concentre sur les fluctuations aux bornes de 
l'admittance pour simplifier les calculs. 
Comme l'admittance d'un seul oscillateur est purement imaginaire 
(2.30) 
on est en droit de se demander comment ce circuit peut representer un element resistif. 
Pour resoudre ce probleme, on a alors recours au prolongement analytique dans le plan 
complexe. 
L'admittance d'un circuit est une fonction causale reliant le potentiel applique a ses 
Y„(w) = -
iuj  C„ 
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Figure 2.3: Representation de Caldeira-Leggett de circuits dissipatifs. Dans le modele 
de Caldeira-Leggett, une impedance Z(to) (en a) est decrite par un ensemble d'oscillateurs LC 
en parallele places en serie alors qu'une admittance Y(CJ) (en b) est decrite par un ensemble 
d'oscillateurs LC en serie places en parallele. Figure adaptee de la Ref. [57]. 
bornes au courant y circulant. En considerant que le potentiel est allume et eteint de 
maniere adiabatique a t ±00 selon e~T,^t~t (t') avec 0 < 77 <C 1, on ecrit alors 
l'admittance generalisee comme la distribution reliant V(t) a I(t) selon 
i ( t )  = r  y(t  - t ' )$( t  - dt ' ,  
J  — OO 
(2.31) 
011 la distribution de Heavyside 6(t)  permet de conserver la causalite. En utilisant le 
theoreme des convolutions, et le fait que 
/
OO 
_ t< )  d(i _ t> )  
-OO (uj + if])  +_ (J '  
on peut montrer que la transformee de Fourier de l'admittance generalisee s'ecrit 
(2.32) 
Y f oo + i 
/
o 
" (  
foo 
]Y(t  -  t ' )9( t  -  t ' )  d{t  - t ' )= /  Y(t)e i { u 3 + i T> ] t  dt ,  (2.33) 
J-00 
ce qui correspond a prendre u —> u  + irj  dans l'expression standard de la transformee de 
Fourier. 
Ainsi, pour un seul oscillateur LC d'admittance caracteristique yv — \JC„/L„, on a 
une fonct ion comportant  deux poles  dans le  plan complexe enw = ±u> u  + ir j  :  
Y v{u))  - tY„[uj  + irj]  1 + 1 
U) — LUv + IT] UJ +  0JU  + IT) 
(2.34) 
Dans la limite ou 7/ —> 0+, ces poles sont projetes sur l'axe reel des frequences et Yv[uj+irj \  
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devient 
Y v  [a;]  =  y v  -  + S(u + w v ) \  + V UJ„ + v 
.UJ — UJV .  
-^1]}, (2-35) 
.W +  U/JJJ 
oil V[-\  est la partie principale de Cauchy. Ainsi, toute resistance R(CJ) peut etre modelisee 
par un bain d'oscillateurs harmoniques denses, choisi de sorte que la partie reelle de son 
l'admittance generalisee totale soit 
1 
R(W) (2.36) 
et auquel on associe un hamiltonien conservatif 
HY = Sr  + ^ ^ 
^ 2 C v v 2L„ 
(2.37) 
Intuitivement, on peut voir le bain d'oscillateurs corame une ligne a transmission couplee 
au flux de noeud ip du circuit quantique, propageant vers l'infini le signal emis par ce 
dernier. Comme je le presente plus loin, c'est dans la limite oil celle-ci tend vers une ligne 
semi-infinie que le processus d'emission devient irreversible alors que le signal se propage 
sans jamais revenir. 
2.2.2 Theoreme de fluctuation-dissipation quantique 
Bien qu'en moyenne le courant traversant un circuit LC soit nul, il fluctue autour de 
zero selon son etat et sa temperature. C'est le theoreme de fluctuation-dissipation qui 
permet de faire le lien entre le spectre de bruit et la resistance de l'environnement. 
Pour un operateur O d'un systeme a l'equilibre thermique a temperature T, sa fonction 
de correlation est definie telle que [(ill] 
(0) = Z-1(/3)Tr[0e"^], (2.38) 
ou /?-1 = kgT et Z((3)  = Tr est la fonction de partition canonique. Pour un 
oscillateur LC d'operateurs d'echelle {&J,, b„},  la fonction de correlation charge-charge est 
(M*)M0)) = -^yu((bl{ t )  -  b u{t )) (bt(0) - MO))). (2.39) 
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L'oscillateur etant a l'equilibre thermique, les valeurs moyennes respectent (cW) = 
(cc) = 0 et 
(blb v )  =n t h (u}„) ,  (2.40) 
(bubl) = -nth(-kv) = nth(u!u) + 1, (2.41) 
ou la probability d'occupation thermique a la frequence u>u est determinee par la distri­
bution de Bose-Einstein nth(^-v) = — 1). La fonction de correlation charge-charge 
devient alors 
(qu(t)qv(0)) = . (2.42) 
En utilisant la definition de Y„[u;] a l'Eq. (2.35), elle peut aussi etre ecrite sous la forme 
d'une integrale dans le domaine des frequences [37] 
roo c\ / , j  
(Qu(t)U0)) = - / — (nthM + lMY„[u;]}e—'(2.43) 
7T J-oo Id 
On voit alors que l'amplitude des fluctuations est une fonction lineaire de l'admittance 
caracteristique du circuit, c'est le theoreme de fluctuations-dissipation. En sommant sur 
I'ensemble des oscillateurs de Fadmittance, la densite spectrale des fluctuations de la 
charge collective Q = Sqq(ui), est determinee par la transformee de Fourier de la 
fonction de correlation charge-charge, soit 
/
oo A 2 h (Q(t)Q(0))e^ do; = — (n t h (u;)  + 1) »{Y[a;]}. (2.44) 
-oo UJ 
De la meme maniere, on trouve que la densite spectrale des fluctuations de flux $ = 4>u 
est proportionnelle a 3?{Z[u;]} [~>7] : 
%I>M = — ("THM + 1) 3?{Z[W]}. (2.45) 
ui  
Par la definition du courant I ( t ) = Q(t)  et du potentiel V(t)  = $(t), les densites spec-
§2.2. Theorie quantique de la dissipation dans les circuits 31 
trales de bruit de courant et de potentiel se trouvent facilement et on obtient 
Sff(uj) = 2hu (nth(u>) + 1) 9R{Y[u/]}, (2.46) 
Svv(u) = (nthM + 1) 3?{Z[w]}. (2.47) 
Aussi connu sous le nom de bruit de Nyquist-Johnson, cette formulation est valide a la 
fois dans la limite classique ou kgT hu et nth(iu) + l ~ kgT, et dans la limite quantique 
avec kgT Hlu et nth(w) ~ 0. 
Par les relations Eq. (2.40) et Eq. (2.41), on en deduit que le bruit aux frequences 
positives decrit la facilite du bain a absorber un quanta d'energie hjj, alors que celui 
aux frequences negatives decrit le processus inverse. Les regies de commutations des 
o p e r a t e u r s  f o n t  e m e r g e r  u n e  a s y m e t r i e  d u  b r u i t  q u a n t i q u e  e n  f r e q u e n c e  a v e c  S ( U J )  ^  
S(—OJ), une signature sans equivoque de la nature quantique du phenomene. 
A 
2.2.3 Equation maitresse de Born-Markov 
On desire maintenant savoir comment la dynamique du systeme quantique est affectee 
par l'interaction avec son environnement. Dans l'approximation du couplage faible et 
d'un environnement ayant une dynamique propre rapide, l'equation du mouvement de la 
matrice densite du systeme est decrite par l'equation maitresse de Born-Markov [(>()]. 
Pour un systeme quantique d'hamiltonien libre Hq couple a son environnement Hb 
selon l'Eq. (2.37) par le biais de H\NT, le systeme en totalite est decrit par1 
H = HO+ HB + HLNT (2.48) 
De maniere tout a fait generale, l'interaction avec le bain prend la forme 
Hint  = +  a b l )  > (2 .49)  
V 
dans l'approximation seculaire qui consiste a negliger les termes proportionnels a a^bl+ab„ 
1. Le terme d'interaction originant d'un terme quadratique proportionnel a — V')2> il re-
normalise la frequence naturelle de resonance selon Aw2 = — rjv/Cy,. Comme cette renormalisation 
provient de la modelisation d'une resistance par un ensemble d'oscillateurs, elle n'a p£is d'origine phy­
sique et doit etre annulee par I'ajout d'un terme supplementaire dans l'hamiltonien. Dans le but de 
simplifier la discussion, dans cette these je supposerai que cette annulation a deja ete effectuee et seules 
les renormalisations d'origines physiques seront explicites. 
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qui oscillent a des frequences |cu0 + w„| tres rapides sur l'echelle de temps dictee par 
Tinteraction avec le bain 1 /A„. Dans la representation d'interaction, H\NT prend la forme 
H{AT = + NEIWMT) (2 50) 
avec de nouveaux operateurs de bain agissant sur l'oscillateur selon 
(2.51) 
V 
Bien qu'il soit en pratique impossible de determiner la dynamique exacte du systeme et 
de son environnement, on reussit a obtenir une equation du mouvement pour la matrice 
densite reduite p$ du systeme en integrant les degres de liberte de l'environnement dans 
le cadre de certaines approximations. Le detail rigoureux de la demarche sortant du 
cadre de cette these, on resume ici l'essentiel de l'approche telle qu'il se retrouve dans les 
Refs. [(><),(>1], 
Tout d'abord, on suppose que le systeme et le bain sont mis en interaction au temps 
t = 0 et qu'ils sont initialement separables p(0) = PS(O)0PB(O). Dans l'approximation de 
Born, on considere que le couplage est faible et l'environnement suffisamment imposant de 
sorte que le systeme n'affecte pas ce dernier, ainsi on peut prendre p(t) % Ps(t) ® PB(0). 
En supposant que l'environnement comporte un grand nombre de degres de liberte a 
l'equilibre thermodynamique, il possede une dynamique interne tres rapide. Le couplage 
avec l'environnement etant faible, le systeme n'a done une influence significative sur son 
evolution que sur une echelle de temps dictee par l'interaction Hinl qui est tres longue 
en comparaison a la dynamique interne du bain. On peut des lors supposer que l'etat de 
l'environnement au temps t est dicte par la statistique et ne depend essentiellement pas 
des temps anterieurs, restreignant les fonctions de correlations des operateurs du bain 
a des temps tres courts. C'est grace a cette approximation de Markov que l'interaction 
avec l'environnement donne lieu aux processus incoherents de dissipation et d'excitation 
thermique du systeme quantique. Finalement, c'est par l'integration des degres de liberte 
de l'environnement que survient l'irreversibilite de ces processus. 
Dans cette these, je m'interesse particulierement a la dynamique d'un oscillateur har-
monique couple a son environnement. Dans l'approximation de Born-Markov, je montre 
a l'Annexe A que l'equation maitresse de l'oscillateur dans la representation d'interaction 
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prend la forme standard de l'optique quantique [(>()] 
pi  = -iA [afa, p/] + K{ui 0 )V[a]pi  + K{-uj 0 )T>[a*]pi ,  {2 .52)  
en definissant le super-operateur T>[0\  agissant sur p tel que V[0]p = {20 pO^ — O^Op — 
pOtO)/2. L'interaction de l'oscillateur avec les fluctuations quantiques du vide de l'envi-
ronnement donne lieu a un decalage de Lamb A de la forme 
„ \ Lc^o — 
ainsi qu'a un taux d'emission spontanee K(UJO) de l'oscillateur donne par 
K(w) = ^2 2n\l (n.th(cjy) + 1) — a)u) + 5{u> + cJ„)] . (2-54) 
V 
A temperature finie, l'environnement procure un decalage de Stark des niveaux, en plus 
d'exciter thermiquement l'oscillateur au taux k{—WO). Dans les Eqs. (2.53) et (2.54), on 
reconnait immediatement des expressions communes a la formulation d'admittance et 
d'impedance generalisees. Ainsi, le taux d'emission spontanee k{uj) est proportionnel a 
l'une ou l'autre des densites spectrales de bruit de l'environnement. 
On note que la dependance en frequence des couplages A„ est cruciale dans la conver­
gence de la serie determinant le decalage de Lamb. Toutefois, l'experience montre que 
cette quantite physique est finie et mesurable comme il a ete montre par Lamb et Ru­
therford pour l'atome d'hydrogene [1], Tel que mentionne au premier chapitre, dans le 
cas atomique, il est cependant necessaire d'employer la theorie de la renormalisation et 
les effets relativistes pour eliminer les divergences et determiner precisement A. Comme 
le present modele simpliste ne peut etre valide pour toutes les frequences, on peut in-
voquer l'emploi d'une frequence de coupure ultraviollette ad hoc pour l'interaction pour 
ainsi borner la sommation. Historiquement, c'est en partie grace a cette approche que 
Bethe [2] a pu obtenir un estime du decalage pour l'atome d'hydrogene tres pres de la 
valeur experimentale. 
Etant maintenant en mesure de comprendre des circuits quantiques simples avec dis­
sipation, j'applique maintenant ces notions aux resonateurs supraconducteurs. 
+ V 
.UJn + LJ,j 
(2.53) 
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2.3 Resonateurs homogenes ideaux 
Les resonateurs coplanaires supraconducteurs sont des elements de circuits distribues 
dont les modes propres d'oscillations se comportent comme des oscillateurs harmoniques 
discrets. On s'interesse ici a un resonateur d'une longueur de l'ordre du centimetre avec 
son mode fondamental oscillant a uj/2ti ~ 10 GHz, compatible avec les qubits supracon­
ducteurs. Comme il a ete discute au chapitre precedent, c'est grace a la dimensionnalite 
reduite et au grand facteur de qualite du resonateur qu'il est possible d'explorer differents 
regimes de couplage en electrodynamique quantique a l'aide de circuits. Dans cette sec­
tion, je me concentre sur la description du circuit et du traitement analytique des modes 
propres d'oscillations de ces resonateurs dans diverses configurations et en l'absence de 
dissipation. 
2.3.1 Caracteristiques des lignes a transmission supraconduc-
trices 
Une des realisations les plus courantes de ces lignes est la ligne a transmission co-
planaire qui est representee a la Fig. 2.4. II s'agit essentiellement d'une replique bi-
dimensionnelle d'un cable coaxial. Formee d'un mince film metallique d'epaisseur t depose 
sur un substrat de constante dielectrique er, la ligne est constitute de deux plans de masse 
metalliques separes d'une distance S-t-2W et d'une electrode etroite de largeur S situee 
dans l'interstice de ces plans. Caracterisee par une capacite C° et d'une inductance L° 
par unite de longueur, definissant l'impedance caracteristique de la ligne Z° = \Jh°/C°, 
l a  l i g n e  p e r m e t  l a  p r o p a g a t i o n  d ' o n d e s  p l a n e s  a  l a  v i t e s s e  d e  p h a s e  v  =  ( l ° C ° )  ^  .  
Comme je le montre a l'Annexe B, les caracteristiques electriques d'une ligne a trans­
mission coplanaire dependent fortement, et de maniere non-triviale, de la geometrie du 
circuit. On peut cependant comprendre intuitivement ces effets alors qu'on peut accroitre 
la capacite de la ligne en approchant l'electrode des plans de masse et en augmentant 
la surface metallique. En ce qui a trait a l'inductance par contre, c'est l'inverse qui se 
produit. En effet, 1'energie magnetique emmagasinee dans la ligne est reduite par la di­
minution de la densite de courant et l'augmentation de l'effet d'ecrantage du champ 
magnetique par les plans de masse. 
En plus de l'inductance geometrique, les materiaux supraconducteurs developpent 
une inductance cinetique causee par l'inertie des paires de Cooper [d'2]. Elle peut etre 
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Figure 2.4: Resonateur homogene ideal. En deposant une mince couche de metal (bleu) 
supraconducteur sur un substrat (gris) de constante dielectrique er, on peut fabriquer une ligne a 
transmission coplanaire oil les signaux electriques voyagent entre I'electrode centrale de largeur 
S et les plans de masse distances de S+2W. Avec une capacite C° et une inductance L° par 
unite de longueur, une ligne a transmission de longueur finie 21 forme un resonateur coplanaire 
ideal representable par une chaine de N d'oscillateurs LC en serie. 
calculee explicitement pour des lignes a transmission coplanaires et l'expression se trouve 
a l'Annexe B. L'inductance cinetique des paires de Cooper ne devient importante que 
lorsque les dimensions transversales de la ligne approchent la longueur de coherence 
des paires qui est de L'ordre de la longueur de London AL(T) pour le materiau, soit 
AL(0) = 16 nm pour L'aluminium ou AL(0) = 39 nm pour le niobium. 
Typiquement, les lignes a transmission utilisees pour l'EDQ en circuit ont des di­
mensions micrometriques de l'ordre de S = 5 //m. W = 2.5 /JMI et t = 200 nm sur un 
substrat de silicium (er ~ 9) ou de saphir (er % 11.5) [:> 1, <>:>]. Les inductances et capaci­
tances par unite de longueur qu'on obtient sont des lors de l'ordre de L° ~ 0.3 /iH/iri et 
C° ~ 0.1 nF/m permettant ainsi aux signaux de se propager c/2, soit la moitie de 
la vitesse de la lumiere dans le vide. Les dimensions transversales de la ligne sont choisies 
pour que son impedance caracteristique corresponde a Z° % 50 Q et soit bien balancee 
avec les equipements et appareils micro-ondes commerciaux utilises afin de maximiser la 
transmission de signal. 
Lorsque les dimensions de la ligne restent constantes elle sera dite homogene et c'est 
dans ce cadre qu'on introduira le resonateur coplanaire ideal. 
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2.3.2 Modele ID du resonateur homogene ideal 
Pour une ligne a transmission suffisamment longue selon 1'axe de propagation et pour 
des frequences dont la longueur d'onde reste grande par rapport aux dimensions trans-
versales, on peut considerer la ligne comme un guide d'ondes unidimensionnel. Dans ce 
cadre d'approximation, le circuit discret decrivant la ligne a transmission coplanaire est 
constitue d'un ensemble de mailles elementaires de taille Ax comprenant une capacite C 
et une inductance L en serie. Represents a la Fig. 2.4, il s'agit du modele telegraphique 
d'une ligne a transmission parfaite. 
En utilisant les notions de la theorie des circuits classiques et la representation de flux 
telles qu'introduites a la section §2.1, le lagrangien de la ligne a transmission de longueur 
2£ s'ecrit comme la sommation sur tous les N = 2lj Ax noeuds actifs de la ligne 
N  
£ 
n=l  
Ctpl  { lp n + i  ~  1p n f  
2L 
(2.55) 
En definissant la capacite C° et l'inductance L° par unite de longueur telle que C = C°Ax 
et L = L°Ax, le lagrangien peut se reecrire comme une sommation sur les positions des 
noeuds act i fs  x n  = nAx 
L r  = Ax 
X n  = -l 
CVx„ (^X„+1 ~ 1Px n )  
21 
2L° (Ax) (2.56) 
Dans la limite ou Ax -> 0, le champ scalaire i ! )  devient maintenant une fonction continue 
sur l'axe x et l'energie inductive devient proportionnelle au carre de la derivee du champ. 
Finalement ,  le  lagrangien total  correspond a  l ' in tegrale  de la  densi te  lagrangienne £  [x\  
le long de la ligne L = C [x] dx avec 
C°ip 2 (x , t )  (d x ip(x ,  t )Y 
x = 
2L 
(2.57) 
une fonctionnelle des derivees temporelle et spatiale du champ dans la ligne. La ligne em-
magasine de l'energie electrostatique a la hauteur de C°V2(x,t)/2 sous l'effet d'une dif­
ference de potent ie l  V(x, t ) -= ip(x , t )  ainsi  que de l 'energie  magnet ique selon L°I 2 (x ,  t ) f  2  
lorsqu'un courant I(x,t) = —dxifi(x,t)/L° y circule. 
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Modes propres d'oscillations 
Avec I'equation d'Euler-Lagrange a l'Eq. (2.14), I'equation du mouvement du champ 
4>(x), a l'exception des extremites en x = ±£. est donnee par I'equation d'onde 
_ 2d 24>(x)  
- a e - - v ~ d * -  (2'58) 
Les solutions de I'equation du mouvement du champ dependent des conditions aux fron-
tieres en x = ±£. J'analyse ici les deux limites tres simples oil les extremites du resonateur 
sont ouvertes ou fermees. 
Le mode stationnaire d'indice m pour une frequence uirn de la ligne est de la forme 
i (2.59) 
ou tpm ( t )  est 1'amplitude oscillante a la frequence com  telle que tpm ( t )  = — u;^m(i). La 
distribution spatiale du champ um(x) est decrite par une fonction sinusoi'dale 
^m(-^) — sin [fcm(x £) ^Pm\ ) (2.60) 
ou 1'amplitude Am ,  le vecteur d'onde k r n  = uim /v  et la phase tpm  sont des constantes qui 
dependent des conditions aux frontieres et de la normalisation. Lorsque le circuit aux 
extremites de la ligne est ouvert ai = ±£, le courant aux extremites doit etre nul : 
/<* - ±o - - A Wl) L dx 
— 0. (Conditions ouvertes) (2-61) 
x—±l 
Cette contrainte fixe la phase ipm  = t t /2  et les vecteurs d'ondes sont discrets km  = mn/2£ 
pour m G N. Dans ces conditions, 1'amplitude des modes est maximale lorsque kmx = tt 
avec des noeuds en positions kmx = 7r/2. 
En revanche, lorsque le circuit est ferme aux extremites (mis a la terre), le champ aux 
bouts de la ligne correspond a la reference : 
%l){x = ±t)  = 0. (Conditions fermees) (2.62) 
Ainsi, on a <pm  = 0 et km  = (2m + l ) ir /2£ pour m € IN et 1'amplitude des modes sera 
maximale lorsque kmx = 7r/2, alors qu'elle est nulle lorsque kmx = 7r, notamment aux 
extremites. 
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Dans les deux cas, l'ensemble des modes stationnaires {um, cum } forme alors une base 
orthonormee grace au produit scalaire 
f e  ( ^ m ( - ^ )  •  ^ n ( ^ ) )  =  J  dx — 2£<5mn. (2.63) 
En utilisant cette relation d'orthogonalite avec l'equation du mouvement a l'Eq. (2.58) 
et les conditions aux frontieres [Eq. (2.61) ou Eq. (2.62)], il en decoule une relation 
d'orthogonalite pour les derivees spatiales 
rt 
(d xum{x)  • d x i t n (x))  = J ^ d xu n (x)d xum (x)  dx = 2£/c^<5m„, (2.64) 
qui sera tres pratique pour les calculs subsequents. Contrairement a ce qui est fait 
habituellement dans ce genre de probleme, j'ai choisi les constantes de normalisation 
AM = Y/2, independantes de la taille du systeme pour des raisons qui seront evidentes 
dans le cas d'une ligne non homogene. 
La base des modes etant complete (et infinie), un champ tp(x :  t )  peut etre decompose 
dans cette base 
OO 
ip{x, t )  = J2 i l>m( t )um (x) ,  (2.65) 
m=0 
ou l'amplitude est definie telle que 
= ip{x, t )um (x)  dx,  (2.66) 
avec N  comme constante de normalisation. En utilisant la decomposition du champ et 
les produits scalaires aux Eqs. (2.63) et (2.64) on trouve que le lagrangien est diagonal 
dans cette base 
£ r = £  
m=0 
^4(0 - ^ C£wm^m(0 (2.67) 
ou la capacite totale du resonateur est definie comme CE = 2£C°. 
Dans toutes les situations ou il est possible de trouver une base propre de modes 
collectifs de maniere exacte, la forme du lagrangien sera toujours de la forme generale de 
l'Eq. (2.67). De cette maniere, la procedure de quantification canonique du resonateur 
abordee a la prochaine section peut etre appliquee pour tout type de resonateur. 
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Hamiltonien et circuit effectif 
La charge qm  conjuguee au flux ipm  etant 
d L 
Qm = = C (2.68) 
04>m 
l'hamiltonien du resonateur est egalement diagonal dans la base des modes propres et 
s'ecrit sous la forme 
00 2 „j '2  
H ' = T . W r  +  W ! - -  ( 2 . 6 9 )  
m=0 ZLjm 
Ainsi, les modes propres d'un resonateur se comportent comme un ensemble d'oscillateurs 
harmoniques independants, representes par un circuit LC elementaire de capacite et 
d'inductance L"1 = C^. On note aussi la presence du mode de frequence nulle rn = 0, 
consistant en une charge libre dans I'espace. II faut toutefois specifier que la representation 
elementaire depend des conditions aux frontieres et du comportement en frequence de sa 
susceptibilite face aux fluctuations electromagnetiques environnantes. Dans le cas present, 
le circuit est libre d'interaction et la representation en circuit LC parallele est adequate. 
De maniere identique a l'oscillateur harmonique simple (§ 2.1.5), on definit les ope-
rateurs d'echelle {ci}n, am} pour l'oscillateur m et respectant [am, aj(j = Snm de sorte que 
les operateurs de flux et de la charge s'ecrivent 
=^2CEuim + ' <2'70) 
(2.71) Qm —1 
L'hamiltonien quantique du resonateur s'ecrit alors simplement comme un ensemble d'os­
cillateurs harmoniques independants 
00 
H = ]T hwma^am, (2.72) 
m=0 
de frequences ojm  = muj\  et dont l'energie est caracterisee par la valeur moyenne du 
nombre de photons qu'ils contiennent (ajnam). Comme les fluctuations du champ elec-
tromagnetique prennent la forme de fluctuations de potentiel Vm(x,t) = t) et de 
courant /m(x, t )  = —d x ip j n(x,  t ) /L° le long du resonateur, on peut alors coupler fortement 
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d'autres circuits elementaires aux fluctuations du vide en les connectant directement 
a celui-ci. A la prochaine section, on voit qu'on peut egalement alterer localement les 
proprietes electriques du resonateur afin d'amplifler l amplitude de ces fluctuations 
2.4 Resonateurs non homogenes ideaux 
Le modele de resonateur traite precedemment suppose qu'il est uniforme sur sa lon­
gueur. Bien qu'il soit possible de fabriquer de tels systemes, cela suppose neanmoins qu'il 
est isole de son environnement de par l'absence de capacites ou d'inductances de couplage 
a d'autres circuits a proximite. Par exemple, on note l'absence de ports d'entree et de 
sortie de signal permettant de sonder en transmission et en reflexion la reponse du resona­
teur. Tel que mentionne au premier chapitre, afin de coupler directement les fluctuations 
quantiques de courant du resonateur a un qubit de flux, on pourrait etre tente d'alterer 
localement l'inductance de la ligne pour maximiser le couplage. Je vais alors generaliser 
l'approche des modes propres d'oscillations utilisee precedemment pour y inclure l'effet 
de ces alterations au circuit de base du resonateur coplanaire. Je me concentre dans cette 
section aux alterations distributes et aux ports d'entree/sortie. 
2.4.1 Alterations distributes 
Par un changement des dimensions de l'electrode et des plans de masse le long de la 
ligne, la capacite et l'inductance totale (geometrique et cinetique) sont alors des fonctions 
de la position C°(x) et L°(./•). De ce fait, la densite lagrangienne C[x\ est 
C[x\  = C °(x)ip
2(x, t )  (d x ip(x, t) f  
2 2L°(x) 
L'equation du mouvement du champ ip(:r, t )  
(2.73) 
d_ 
dx 
1 dtp(x,  t )  
_L°(x) dx = C °(x)i i>(x, t) ,  (2.74) 
depend alors explicitement des variations locales des proprietes de la ligne. Pour la re-
soudre, on suit la methode de decomposition du champ sur une base de modes um(x) 
oscillants de frequences ujm telle que definie a la section §2.3. En considerant des condi­
tions aux frontieres ouvertes, l'equation du mouvement Eq. (2.74) prend la forme d'une 
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equation differentielle de Sturm-Liouville 
1 dum(x)  _d_ 
dx L°(x) dx = -^C
0(3:)um(x), (2.75) 
ou les fonctions propres um(x)  de frequences propres u r n  forment une base orthogonale. 
Les modes n'ayant pas tous la meme variation dans la region oil se situe l'alteration, 
celle-ci ne modifie pas autant chacun des modes. Ainsi, les frequences propres ne sont pas 
uniformement separees et ne sont pas des multiples entiers de la frequence fondamentale, 
uim  7^ m x uj1 .  Dans une tel le  s i tuat ion,  le  resonateur est  di t  inharmonique.  
Les solutions de l'Eq. (2.75) respectent le produit scalaire pondere suivant 
rl  
(um(x)  • un(x))  = / C (x)um(x)un(x)  dx = CESm„. (2.76) 
J -e  
ou Cs = C°(x)dx. Tout comme dans le cas homogene, on peut montrer que le produit 
scalaire des derives est pondere de maniere analogue 
r( i  
(d xum{x)-d xun(x))= TQ r-d xu rn{x)d xun{x)  dx = CEu?m5mn- (2.77) 
J -e  L  yx )  
Par le choix de Cs comme constante de normalisation, a la fois l'equation du mouvement 
et les produits scalaires se reduisent au cas du resonateur homogene lorsque C°(x) et 
L°(x) sont constantes. 
Sous cette forme ponderee, les produits scalaires aux Eqs. (2.76) et (2.77) sont direc-
tement relies aux energies capacitive et inductive totales du lagrangien. II n'est pas alors 
surprenant de comprendre que le lagrangien total d'un resonateur, homogene ou non, soit 
diagonal dans cette base avec 
E 
m=0 
(2.78) 
On peut comprendre intuitivement l'effet des alterations par une analogie avec une 
corde oil la densite lineique est analogue a C° et que la tension est analogue a 1/L°. Une 
augmentation locale de la densite de la corde contribue a son inertie et provoque une 
diminution de l'amplitude de son mouvement d'oscillation donne par um(x). Par ailleurs, 
une augmentation locale de la tension de la corde contribue a sa rigidite et a pour effet 
de diminuer l'amplitude des variations du mouvement de la corde sur sa longueur, ou 
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d xu i n(x) .  On aurait alors tout avantage a alterer les proprietes de la ligne a des endroits 
specifiques pour maximiser l'effet souhaite. Par exemple, pour augmenter la variation du 
champ dans l'espace d'un mode donne du resonateur, on choisit d'augmenter grandement 
l ' inductance la  oi l  le  mode varie le  plus,  c 'est-a-dire pres d 'un noeud du champ yjm(x) .  
Sauf qu'en de rares cas ou les fonctions C,0(.x) et L°(x) sont triviales, les solutions de 
l'equation differentielle de Sturm-Liouville ne peuvent etre trouvees que numeriquement. 
Dans ce travail, j'ai eu recours a une librairie scientifique MATLAB libre d'acces appelee 
MATLISE [01], Le calcul numerique des modes du resonateur non homogene est par 
contre instable lorsque la taille de la region alteree est petite par rapport a la longueur 
totale du systeme. A moins que la variation des proprietes electriques soit tres importante 
par rapport au cas homogene, les perturbations que l'alteration engendre sont tres petites. 
Dans une tres bonne approximation, on pourra dans ce cas negliger l'impact de l'alteration 
sur la forme des modes propres et simplement renormaliser la capacite totale CE et 
l'inductance effective Lm de sorte a tenir compte du decalage en frequence qu'elle procure. 
Par exemple, la capacite de couplage Cg  entre l'electrode et un qubit de charge place 
a une extremite du resonateur contribue, a la hauteur de Cgu^n(x)ipll/2 a l'energie elec-
trostatique. Comme le champ est d'amplitude maximale avec \um(x = ±£)| = \/2 a 
cet endroit, les nouvelles frequences propres du resonateur u)'m s'obtiennent depuis les 
anciennes ojm par renormalisation de la capacite totale suivant 
N CE + 2C„ 
(2.79) 
Le decalage en frequence qui en resulte est habituellement tres faible. Pour un trans-
mon dans un resonateur, par exemple, on obtient typiquement un decalage vers le rouge 
d'environ 50 MHz sur un mode de u;i/27r ~ 5 GHz, soit une correction de ~ 1%. 
Dans le cas oil cette approximation ne peut etre faite, il est alors preferable de traiter 
l'alteration comme un circuit discret insere dans la ligne et une solution analytique exacte 
des modes propres peut etre trouvee. Dans la prochaine section, on s'interesse au cas des 
capacites de couplages des lignes d'entree et de sortie. 
2.4.2 Resonateur avec ports d'entree et de sortie 
Afin de controler et mesurer l'etat du resonateur, on place des lignes a transmission 
a proximite de l'entree (a gauche) et de la sortie (a droite) de l'electrode centrale du 
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Figure 2.5: Resonateur avec ports d'entree et de sortie. En couplant capacitivement 
des lignes a transmissions a I'electrode centrale du resonateur, on peut mesurer la reponse 
spectrale du resonateur en analysant le signal transmis du port d'entree (a gauche) vers le port 
de sortie (a droite). Comme ces lignes sont des environnements electromagnetiques bruyants, 
leur impedance Z(w) cause la relaxation radiative des photons du resonateur. 
resonateur comme a la Fig. 2.5. Ce faisant, une capacite de couplage se developpe et le 
circuit representant la ligne a transmission resonante est modifie. Le lagrangien total du 
circuit est dans ce cas decrit par 
c'est-a-dire la somme des lagrangien du resonateur Lr, des lignes d'entree et de sortie Le 
et Ls ainsi que les lagrangiens d'interaction capacitive entre le resonateur et les lignes 
£r,e(s) Qui sont donnes par (a e {e,s}) 
ou xa  indique la position de la capacite de couplage CQ et ^Q(:r, t )  est le champ a 
l'interieur des lignes. L'ajout de ces ports permet de soumettre le resonateur a un signal 
d'excitation et de le mesurer a la sortie. Ces lignes sont aussi des environnements bruyants 
d'impedance Z(CJ) et peuvent etre une source dominante de decoherence du systeme. Pour 
l'instant, on ne s'interesse qu'au resonateur et a 1'efFet des capacites de couplage sur les 
modes du resonateur, le details des lignes d'entree et de sortie n'etant pas pertinents pour 
cette analyse. 
Desireux d'avoir un long temps de decoherence pour le resonateur, les capacites de 
L — Z/r t Z/g I Zfg i ifj-g I §, (2.80) 
(2.81) 
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couplages sont alors tres petites CQ >C Cs et comme je l'ai mentionne a la section 
precedente, leur impact est tout a fait negligeable si elles sont situees sur le long du 
resonateur. Lorsque placees aux extremites, cependant, elles perturbent les conditions 
aux frontieres et a partir des equations du mouvement en x = ±£ on trouve 
CM 
C s i l>{£,t)  + 
Lu dx 
1 dip(x, t)  
x——i 
L° dx 
0, 
0, 
(2.82) 
(2.83) 
pour une ligne homogene. En decomposant sur la base des modes um(x)  de la forme 
generate de l'Eq. (2.60), la phase ipm et les vecteurs d'ondes km sont solutions d'un 
ensemble d'equations couplees 
tan [ip r  ^Cc(
wm) 
cot ['2km£ ^m] • 
(2.84) 
(2.85) 
Ainsi, la phase relative <pm est determinee par le ratio de l'impedance de la capacite 
Zc
€
(oj) = (iuiCe)~l avec l'impedance caracteristique Z° = y^L°/C° du resonateur. Par 
injection de l'Eq. (2.84) dans l'Eq. (2.85), une equation transcendante pour les vecteurs 
d'onde km est obtenue dont la solution peut etre determinee numeriquement. 
Bien que les conditions aux frontieres soient maintenant non triviales, il demeure que 
le probleme reste un cas particulier du resonateur non homogene. En effet, en ecrivant la 
capacite C°(.x) sous la forme 
C°(x) = C° + CeS(x + £) + C sS{x -  £),  (2.86) 
les produits scalaires ponderes aux Eqs. (2.76) et (2.77) demeurent valides avec la capacite 
totale Cs = f-i C°(x) dx. On note que le resonateur perd sa propriete de symetrie sous 
reflexion par rapport a son centre lorsque les capacites sont differentes Ct. 7^ Cs. En plus 
de voir leur frequence decalee vers le rouge, les modes propres se trouvent aussi a etre 
deplaces dans l'espace vers l'extremite ayant la plus grande capacite. 
Les conditions aux frontieres sont dependantes de la frequence et comme les capacites 
en series agissent comme filtres passe-haut, il est alors tres instructif de comprendre les 
limites aux basses et aux hautes frequences des modes du resonateur. Avec de petites 
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capacites de couplage et dans la limite des basses frequences |Zce(w)| ;§> Z°, on trouve que 
les modes de basse frequence ont une phase ipm ~ tt/2 et une amplitude |um(^a)| ^ \/2 
de sorte que ces modes correspondent essentiellement a ceux obtenus avec des conditions 
aux frontieres ouvertes. En revanche, dans la limite des hautes frequences ZcC{UJ) Z° 
et au premier ordre de ce petit parametre, a la fois tpm ~ |Zce(wm)/Z°| et |um(xQ)| « 
y/2 Zc(, (cjm)/Z°| de sorte que les modes a haute frequence tendent vers ceux obtenus avec 
des conditions aux frontieres fermees. 
Finalement, je tiens a mentionner qu'avec l'ajout des ports de couplages, ce ne sont 
plus des circuits LC en parallele qui representent les modes du circuits. En effet, le terme 
de couplage de l'Eq. (2.81) fait en sorte que la charge du mode m = 0 peut osciller 
librement sous l'effet des fluctuations externes meme dans la limite ou la frequence des 
fluctuations u> —> 0. Ce comportement ne correspond pas a celui d'un circuit LC en 
parallele alors qu'il tend vers un condensateur eourt-circuite a la masse, de sorte qu'on 
pourrait penser a tort que le resonateur est immunise contre le bruit a basse frequence. 
En fait, les modes du resonateur sont decrits par les circuits LC places en serie afin d'etre 
coherent avec ce comportement a basse frequence. 
Comme on le verra dans la prochaine section, le comportement en frequence des 
conditions aux frontieres est essentiel pour la comprehension des taux de relaxation causes 
par l'interaction avec les lignes a transmission. 
2.5 Dissipation dans les resonateurs supraconducteurs 
Jusqu'a present, j'ai considere que les resonateurs etaient parfaits et qu'aucune source 
de dissipation n'agissait sur ceux-ci. Or, dans la realite, tel n'est jamais le cas. La situa­
tion des lignes a transmission necessaires pour la mesure a deja ete evoquee plus haut 
dans ce sens comme une source importante de decoherence via les pertes radiatives. II y a 
cependant bien d'autres processus qui donnent lieu a de la decoherence dans le systeme. 
Nombre de ceux-ci ont une origine encore inconnue et font l'objet de recherches actives 
dans le domaine. Les plus evidents sont fort probablement l'excitation de quasi-particules 
dans le supraconducteur et les defauts du substrat de l'echantillon, donnant lieu respec-
tivement aux pertes ohmiques et dielectriques dans le systeme. Dans cette section, je me 
concentre sur l'etude des effets de ces sources de dissipation sur les modes du resonateur 
et sur leur dynamique. Je tente de savoir si les pertes intrinseques peuvent etre telles que 
le resonateur arrete d'etre un guide d'onde dans les hautes frequences, ce qui me per-
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Figure 2.6: Maille elementaire d'une ligne a transmission avec pertes. En presence 
de pertes intrinseques, la maille elementaire d'une ligne a transmission cornprend maintenant 
une conductance G(u>) en parallele avec la capacite pour tenir compte des pertes dielectriques, 
ainsi qu'une resistance R(w) en serie avec l'inductance pour les pertes ohmiques. 
mettrait d'invoquer une frequence de coupure ultraviolette dans le calcul des quantites 
dispersives de qubits dans un resonateur. 
2.5.1 Resistance et conductance dans les circuit supraconduc­
teurs 
Les pertes dielectriques proviennent du travail effectue par le champ electrique pour 
orienter le moment dipolaire de defauts charges a la surface de l'echantillon ou dans le 
substrat. Phenomenologiquement, on caracterise les pertes dans le dielectrique en rendant 
la constante dielectrique complexe er = e'r — l("r. Comme la capacite est proportionnelle 
a la constante dielectrique (voir l'Eq. (B.l) en annexe) un condensateur avec pertes 
dielectriques est deer it par une admittance complexe 
Yc(w) = iuiC + wtan [5] C. (2.87) 
Ici tan [<J] = e"/t ' r  est la « perte tangentielle » ( ou loss tangent) caracteristique du dielec­
trique. On peut alors representer les pertes dielectriques par une conductance dependante 
de la frequence G(u>) 
G(uj)  = u tan [5] C (2.88) 
en parallele avec la capacite C comme l'indique la Fig. 2.6. La dependance lineaire en fre­
quence est caracteristique des pertes dielectriques et pour des substrats a resistivite elevee 
de haute qualite comme le silicium ou le saphir, les pertes tangentielles sont generalement 
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tres faibles avec 6 < 10~5. 
La seconde source de dissipation dans les materiaux que je souhaite considerer sont 
les pertes ohmiques dans le conducteur. Etant donne que la resistivite d'un film mince su­
praconducteur est exponentiellement amortie avec la temperature p(uj) cs Pw e~A/fceT 
ou A est le gap supraconducteur, les pertes ohmiques sont mitigees pour les frequences 
inferieures a HUO 2A, A.~BT [()'_>]. Pour les frequences approchant OJ ~ 2A, des quasi-
particules peuvent etre excitees et ainsi contribuer a la dissipation par effet Joule. 
Pour un resonateur coplanaire, on caracterise ces pertes ohmiques par une resistance 
R(cu) en serie avec l'inductance (voir Fig. 2.6) et s'ecrit 
R(w) = JHs(w). (2.89) 
Elle est proportionnelle a la resistance de surface du metal Rs(CJ) par le biais d'un pre-
facteur geometrique T qui depend exclusivement des dimensions du resonateur copla­
naire [(>5]. A l'annexe B, je donne la formulation explicite de T pour un resonateur 
coplanaire et derive l'expression de la resistance de surface d'un film supraconducteur. 
Pour ce faire, on considere un modele a deux fluides ou a la fois les quasi-particules et 
les paires de Cooper contribuent a la conductivity complexe du metal. On trouve alors 
que la resistance de surface d'un resonateur supraconducteur est nulle pour les frequences 
inferieures au gap hui < 2A, mais augmente drastiquement lorsque hu > 2A alors que 
des quasi-particules sont excitees et devient proportionnelle a y/tu a cause de l'effet de 
peau dans le metal normal. 
Sachant que pour l'aluminium 2A/h ~ 90 GHz alors que 2AJh ~ 660 GHz pour le 
niobium, ce modele simpliste de pertes indiquerait que seules les pertes dielectriques sont 
presentes dans les basses frequences autour de 10 GHz. En poussant l'analyse beaucoup 
plus loin avec un modele microscopique a temperature finie, Catelani et al. [<)(), (>7] ont 
obtenu le taux de pertes du a une densite de quasi-particules hors equilibre et montrent 
que ces pertes peuvent etre importantes. Alors que leurs resultats semblent etre en accord 
avec de recentes etudes experiment ales [(>^-70], une experience recente [71] analysant 
specifiquement l'effet des quasi-particules dans les transmons semble plutot indiquer que 
les quasi-particules ne sont pas la cause dominante du temps de decoherence. Dans tous 
les cas, dans un modele realiste d'un resonateur supraconducteur, les pertes ohmiques 
devraient etre egalement prises en compte et c'est ce qui est fait dans la prochaine section. 
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2.5.2 Modes propres de resonateurs dissipatifs 
Comme je l'ai montre precedemment, en presence de pertes le circuit equivalent d'une 
maille elementaire de la ligne a transmission acquiert une resistance par unite de longueur 
R° en serie avec l'inductance L°, ainsi qu'une conductance G° en parallele avec la capacite 
C°. On est alors en droit de se demander si le calcul des modes propres dans le cas ideal 
tient toujours dans cette situation. 
II en revient alors a montrer que les termes d'amortissements dans les equations 
du'mouvement du champ, telles qu'obtenues par les lois de conservation de Kirchhoff 
dans tout le resonateur, sont diagonaux dans la meme base que les termes cinetique et 
potentiel. En general, tel n'est pas le cas et la description de la dynamique du resonateur 
sur une base de modes normaux stationnaires ne tient plus [">>>, 72]. En revanche, lorsque 
les termes d'amortissement sont proportionnels aux termes cinetique et potentiel, ils sont 
necessairement diagonaux dans la base des modes propres ideaux et il en resulte un 
mouvement oscillatoire simple amorti dans le temps. 
Or, la resistance est determinee, comme l'inductance, par la densite de courant cir-
culant dans le materiau tandis que c'est l'amplitude du champ electrique entre les deux 
pieces metalliques qui determine a la fois la capacite et la conductance dans le circuit. 
Des lors, en supposant les materiaux homogenes et que les dimensions du resonateur ne 
varient pas de fagon trop importantes, il est fort raisonnable de considerer un modele 
d'amortissement dit proportionnel ou on a R° cx L° et G° oc C°. 
Dans ce cadre, je montre a l'Annexe C que la base des modes propres d'un resonateur 
ideal est aussi solution des equations de Kirchoff d'un resonateur avec pertes dans le cadre 
du modele proportionnel. Apres integration des equations de Kirchhoff dans l'espace, on 
obtient que l'equation du mouvement de l'amplitude du champ ipm(t) d'un mode du 
resonateur de frequence naturelle uim = kmjN/L°C° de vecteur d'onde km s'ecrit 
tm{t)  + (k£ + Km)^m(f) + (<«4 - = 0. (2.90) 
Elle correspond au mouvement d'un oscillateur LC amorti selon les taux resistif et 
dielectrique donnes par 
4 =R°(O;M)/L0, 
=GVM)/C°. 
(2.91) 
(2.92) 
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Lorsqu'en presence a la fois de pertes ohmiques et dielectriques, le milieu de propagation 
est dispersif, les frequences propres du resonateur sont decalees selon u'r^ = ujfn — 
sement proportionnel revient a considerer une dissipation homogene de l'energie a travers 
tout le circuit. 
2.5.3 Modele Caldeira-Leggett de la dissipation dans les reso-
Pour rendre mon approche pleinement coherente avec la mecanique quantique, je 
m'attarde maintenant a obtenir un modele Caldeira-Leggett pour les pertes ohmiques, 
dielectriques et radiatives dans le resonateur. Dans le cadre du modele d'amortissement 
proportionnel, cela ne revient alors qu'a considerer l'effet de bains independants agissant 
sur I'ensemble des oscillateurs harmoniques representant le resonateur en presence de 
capacites de couplage aux lignes externes. 
Taux de relaxation resistif 
Les pertes ohmiques etant causees par les fluctuations de flux a travers l'impedance 
Z[u>] en serie avec l'inductance de la ligne, le couplage flux-flux avec le bain prend alors la 
forme Hm,R = ou l'operateur de flux du bain s'ecrit (j>u — yJh/2Cuuj,y(bl + bu) 
et le parametre de couplage resonateur-bain ohmique u demeure inconnu. 
Dans l'approximation seeulaire negligeant les termes proportionnels a + amb v  
oscillant rapidement, l'hamiltonien d'interaction entre un mode m du resonateur et le 
bain ohmique s'ecrit 
On peut ainsi voir avec les Eqs. (2.91) et (2.92) que l'approximation du modele d'amortis-
nateurs 
(2.93) 
ou les amplitudes de couplage v sont telles que 
2 x/CsQa^U^J 
(2.94) 
Apres elimination des degres de liberte du bain et suivant l'approche presentee a l'An-
nexe A, j'obtiens de nouveaux dissipateurs dans l'equation maitresse du resonateur de la 
forme K^l(uim)'D[arn]p + K^(— u)m)T>[a]r]p, ou le taux de relaxation resistif est de la 
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forme de l'Eq. (2.54). En particulier, si on definit g^v = Y/CEUW^/L0, on trouve que le 
taux de relaxation resistif s'ecrit simplement 
«m(") = (2-95) 
soit de la meme forme que le resultat derive des equations de Kirchoff a l'Eq. (2.91). En 
associant la partie reelle de l'impedance a la resistance de surface ?R{Z[OJ]} = .FR£(U;), 
l'Eq. (2.95) decrit le taux de relaxation resistif d'un mode du resonateur coplanaire. 
Taux de relaxation dielectrique 
Les pertes dielectriques sont provoquees par les fluctuations de la charge q v  a tra-
ve r s  l ' admi t t ance  Y  [w]  de  so r t e  que  l e  coup lage  avec  l e  ba in  e s t  donne  pa r  Hm  \ y  = 
Ce couplage charge-flux est analogue a un amortissement proportionnel a 
la vitesse dans un systeme mecanique. Encore ici, le parametre de couplage u est a de­
terminer. Des lors, l'hamiltonien d'interaction resonateur-bain dielectrique s'ecrit (apres 
1'approximation seculaire) 
Hm,D = + b»am) » (2-96) 
V 
avec une amplitude de couplage de la forme 
XU _  9m,v I  C„U)„ 
W <2-97) 
• D y
Suivant la meme demarche que precedemment, des dissipateurs similaires sont obtenus 
avec un taux de relaxation dielectrique qui se simplifie a 
*(«) - (2.98, 
soit le resultat escompte de l'Eq. (2.92), si au prealable on a defini le couplage g^n „ = 
\JCxoumUv/C°. Ainsi, le taux de relaxation dielectrique d'un mode du resonateur est 
obtenu en choisissant 5ft{Y[u/)} = C°u;tan [5]. 
On peut gagner beaucoup plus d'intuition sur la formulation des couplages aux bains 
en utilisant les proprietes des modes propres du resonateur. En effet, on sait que la 
valeur RMS du potentiel et du courant sont respectivement donnes par V^MS(x) = 
§2.5. Dissipation dans les resonateurs supraconducteurs 51 
yjhuJm / (2Cz)\um(x)\  et /^MS(x) = sJh/{2C^oj r n) \d xum{x)/bQ(x)\ .  En utilisant les pro-
duits scalaires aux Eqs. (2.76) et (2.77) et le fait que le modele d'amortissement soit 
proportionnel a C° et L°, on peut demontrer que les puissances dissipees par unite de 
temps, s'ecrivent 
^m(wm)wm = J( (/^MS(x))23J{Z[wm,x]} dx, (2.99) 
hK^((jjm)uJm = J_e (v*MS(x))23R{Y[wm,x]} dx, (2.100) 
tel qu'attendu dans un circuit electrique. Comme Z[ui ,  x ] et Y[CJ, x] peuvent en general va-
rier selon x de sorte a respecter le modele d'amortissement proportionnel, les fluctuations 
de charge et de flux sont done fonctions de la position. 
Pour etre rigoureux, le modele de Caldeira-Leggett pour des pertes intrinseques doit 
egalement tenir compte du changement de la vitesse de phase dans le milieu donne par 
Pour ce faire, un terme supplement aire de la forme 
H c  = -fa2 £ Y. (OS,)' (<4 + a™)'. (2101) 
m 
doit etre ajoute dans l'hamiltonien pour renormaliser l'energie potentielle du systeme. A 
l'aide des definitions d'admittance et d'impedance generalisees, le decalage en frequence 
tel que prevu dans le modele classique suivant est obtenu. 
Taux de relaxation radiatif 
En couplant des lignes a transmission externes d'impedance Z(cj )  au resonateur, les 
photons contenus dans ce dernier pourront alors s'echapper dans le continuum. Le la-
grangien total du circuit donne par l'Eq. (2.80), dans la base des modes propres {m} du 
resonateur l'hamiltonien total dans la representation Caldeira-Leggett des impedances 
d'entrees et de sortie s'ecrira 
H = Wi/Q + ]T{£m + £Q,m}} 
A I M  J  
(2.102) 
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L'ensemble des oscillateurs harmoniques Hm  est couple aux bains Ha  (avec a = e,s) par 
un terme interaction charge-charge : 
TT _  Caum{ xa) ,0  inQ\ 
— / ,, ^ Qi/Qm- (2.103) 
v 
Dans 1'approximation seculaire, l'interaction Ha<Jn prend la forme de l'Eq. (2.49) avec 
comme amplitude de couplage 
^i = Y\l^^r)umila) (2104) 
avec = yJlu^/Cu est I'impedance caracteristique de l'oscillateur de frequence uj u = 
1 /x/LjyC^ du bain a. Le taux de relaxation d'un photon du mode m du resonateur provient 
de la contribution des deux bains, A partir de l'Eq. (2.54) pour le 
taux de relaxation et de la forme du couplage Am [/ de l'Eq. (2.104), on trouve que le taux 
de relaxation radiatif au port a s'exprime selon 
CM = (2-105) 
Proportionnel a la densite spectrale de bruit du potentiel SYY (OJ)  , le taux depend de 
maniere quadratique de la capacite de couplage et de l'amplitude du champ a l'extremite. 
Comme j'ai montre a la section §2.4.2, l'amplitude um(xQ)  est fixee par des condi­
tions aux frontieres qui dependent du ratio de I'impedance de la capacite a la sortie et 
de I'impedance caracteristique de la ligne, |Zce(wm)/Z°|. On s'attend alors a ce que le 
comportement du taux de relaxation reflete le caractere de filtre passe-haut des capacites. 
Dans la situation ou Ce = Cs, pour les modes de basse frequence avec |Zce(^m)| ^ Z°, 
|wm(:rQ)| « \/2, le taux de relaxation total dans la limite quantique prend la forme 
=  4 — ( L i m i t e  b a s s e  f r e q u e n c e )  ( 2 . 1 0 6 )  
Cs 
Dans l'approximation ohmique des bains ou 5?{Z[u;]} = R, le taux a une dependance qua­
dratique de la frequence du mode et il s'agit du resultat standard en utilisant l'approche 
classique des impedances de circuits [•> 1]. 
Dans la limite des hautes frequences, le comportement de k^ est tout autre puisque 
les capacites de couplage ne se trouvent plus a isoler le resonateur du bruit a hautes 
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frequences. Lorsque |Zcc(wm)| Z°, j'ai demontre a la precedente section que l'amplitude 
suit |ttm(xQ)| ~ i/2 |Zcc(wm)/Z°| et le taux de relaxation total est alors donne par 
4 
K<rn ~ 7T7 \7T"' (Limite haute frequence) (2.107) 
ce qui correspond au taux de decharge d'une capacite C^/2 connecte a deux resistances 
effectives R(u>) = (Z°) /3?{Z[u;]} placees en parallele. Independant des capacites de 
couplages et du mode du resonateur, le taux de relaxation a haute frequence devient 
constant si 3?{Z[iu]} = R. Finalement, on note que les lignes a transmission ne procurent 
aucun decalage de frequence Am des modes du resonateur suivant l'Eq. (2.53) si elles 
sont considerees comme des bains ohmiques avec S{Z[u;]} = 0. 
On en conclut done que la dependance en uj'^n du taux de relaxation radiatif n'est bonne 
que pour les premiers modes du resonateur puisque le taux se trouve eventuellement a 
saturer aux hautes frequences. Comme on le verra au prochain chapitre, ce comportement 
est d'une grande importance dans le calcul du taux d'emission spontanee d'un qubit 
supraconducteur situe dans un resonateur. 
2.5.4 Resultats 
Ayant modelise le resonateur et ses sources de bruits, on est ainsi en mesure de mieux 
comprendre l'influence des sources de pertes sur les qualites de propagation de signaux 
et de stockage de photons d'un resonateur coplanaire supraconducteur. 
A cette fin, je fais une analyse quantitative des differents processus de pertes en 
fonction de la frequence des modes d'un resonateur supraconducteur homogene typique 
des experiences en electrodynamique quantique en circuit. Ayant les dimensions {t= 
200 nm, S= 5 /zm, S+2W= 15 £«m}, la ligne a transmission supraconductrice possede 
une impedance caracteristique de Z° = 50 Q ainsi qu'une capacite et une inductance par 
unite de longueur de C° = 0.151 nF/m et L° = 0.378 /iH/m respectivement. Long de 
2£ = 1.23 cm, le resonateur a une capacite de couplage a l'entree Ce = 1.5 fF beaucoup 
plus petite que celle a la sortie Cs = 60 fF. Le resonateur a son premier mode a la frequence 
= 5.21 GHz et est essentiellement harmonique avec um « mui\. Finalement, on 
prend une tangente de perte conservatrice tan [(5] = 10~5 et une resistivite du metal dans 
l'etat normal de ~ 2 x 10"9 fim [3 I] ou de ~ 4 x 10-8 Qm [73] selon que le 
resonateur est fait d'aluminium ou de niobium. 
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Figure 2.7: Taux de relaxation dans un resonateur supraconducteur. Taux de re­
laxation Km en a), et facteurs de qualite Qrn — nm/u>m en b), en fonetion de la frequence du 
mode du resonateur u:m pour les mecanismes de pertes : radiatives a l'entree (K^, Q?n) et a 
sortie (Ksm, Qsm). dielectriques (it®, Q®) et resistives Les parametres du resonateur 
sont donnes dans le texte. Dans les hautes frequences le taux de relaxation radiatif tend vers 
la  l imite de l 'Eq.  (2.107) de 2/RCs- Les pertes resist ives n 'apparaissent  que lorsque u > 2A/h.  
soit a ~ 90 GHz pour l'aluminium, ou a ~ 660 GHz pour le niobium. Meme pour des frequences 
bien au-dela du gap supraconducteur, le resonateur conserve un facteur de qualite 1/2 et 
demeure un bon guide d'onde malgre les fortes pertes. 
Avec ces parametres, on obtient les taux de relaxations radiatif (K^s'), ohmique (K^) 
et dielectrique (n^) en fonetion de la frequence des modes du resonateur, taux qui sont 
representes a la Fig. 2.7. On constate alors qu'etant donne la tres faible tangente de 
perte, les pertes dielectriques demeurent faibles en comparaison avec des pertes radiatives. 
Elles ne se trouvent a dominer la relaxation que pour les premiers modes et lorsque le 
resonateur est tres faiblement couple aux ports d'entree/sortie. C'est dans cette situation 
que le temps de decoherence des photons dans le resonateur est maximal et peut atteindre 
1/k ~ 5fxs.  
Ayant initialement un cornportement suivant o;^,, les pertes radiatives tendent et 
saturent vers la limite haute frequence a l'Eq. (2.107) rapidement lorsque la capacite 
de couplage devient importante. Cette limite haute frequence est du meme ordre que 
les pertes ohmiques au-dela du gap supraconducteur du metal, et comparable aussi a la 
separation en frequence des modes du resonateur (cum+i — u)m)/2Tt ~ 5 GHz. A partir 
de ce moment, les frequences de resonance du resonateur sont mal definies et on peut 
a toutes fins pratiques considerer le resonateur comme une simple ligne a transmission 
bruyante dans ce regime. En regard aux facteurs de qualite de la Fig. 2.7b), on en conclut 
que le resonateur reste un bon milieu de propagation pour les ondes electromagnetiques 
meme a tres hautes frequences malgre les fortes pertes ohmiques puisque les facteurs de 
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qualite restent bien superieur a la limite de l'amortissement critique avec Q > 1/2. A 
cet egard et dans le cadre du modele de circuit utilise, on doit considerer le resonateur 
comme un circuit reactif et dissipatif a toutes les frequences. En rapport au problerae 
de calcul des quantites dispersives en EDQ en circuit avec des qubits tel que discute au 
premier chapitre, ceci signifie done qu'aucune frequence de coupure ultraviolette peut 
etre utilisee pour tronquer les sommes. 
2.6 Conclusion de chapitre 
Dans ce chapitre, j'ai montre comment on peut modeliser des circuits supraconduc-
teurs a partir d'un modele original d'analyse de circuits complexes base sur la mecanique 
lagrangienne et hamiltonienne des circuits, ainsi que sur l'approche des modes propres 
d'oscillations collectifs du systeme. A l'aide du modele de Caldeira-Leggett et de l'equa-
tion maitresse de Born-Markov, j'ai egalement montre comment on peut tenir compte 
des pertes d'energie radiatives et intrinseques dans ces circuits. En appliquant ce cadre 
theorique au cas du resonateur coplanaire supraconducteur de geometrie arbitraire, j'ai 
pu obtenir de maniere exacte sa base de modes propres stationnaires et leur taux de 
relaxation radiatif dont la formulation est en accord avec la theorie des circuits conven-
tionnelle. Ainsi, le cadre theorique permet d'avoir pour la premiere fois une description 
exacte de l'environnement electromagnetique a l'interieur d'un resonateur coplanaire et 
ce, pour toutes les frequences. 
En fait, la limite ID de la ligne a transmission n'est jamais strictement valide dans la 
realite alors que les plans de masses et le substrat sont de dimensions finies et que le circuit 
imprime est place dans une boite metallique avant d'etre insere dans le refrigerateur a 
dilution [03]. Ainsi, on pourrait raffiner le modele de circuit presente pour etre plus fidele 
a la realite experimental et y inclure ces effets, en plus de la dependance explicite en 
frequence de la constante dielectrique du substrat. 
Le cadre theorique presente est definitivement generalisable pour des circuits lineaires 
plus complexes avec divers elements de circuits couples a l'aide de capacites ou d'induc­
tances et s'etendant sur plus qu'une seule dimension spatiale. En particulier dans cette 
these, je suis interesse a analyser le systeme forme de deux resonateurs couples par une 
jonction Josephson, un circuit LC avec une inductance non lineaire. Si la jonction est 
placee en serie, le systeme forme un resonateur non lineaire ou la jonction Josephson 
procure une interaction effective entre les photons du resonateur. En contre-partie, si la 
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jonction est placee en parallele, le systeme resonateur-jonction forme plutot un circuit 
quantique ou le champ des resonateurs oscillent en anti-phase au rythme de la frequence 
plasma du circuit, c'est-a-dire d'un transmon. 
Dans le prochain chapitre, je m'interesse particulierement a l'analyse du circuit com-
plet d'une architecture a EDQ en circuit ou un de ces transmons est place a l'interieur 
d'un resonateur coplanaire. On y voit que l'approche developpee dans ce chapitre permet 
de modeliser precisement l'environnement electromagnetique que presente le resonateur 
au qubit. 
3 
Modele a modes multiples de I'EDQ en circuit 
Comme mentionne en introduction, plusieurs experiences ont demontre que la dyna-
mique d'un qubit supraconducteur couple a un resonateur coplanaire est bien decrite par 
l'hamiltonien Jaynes-Cummings avec un seul mode du resonateur. Toutefois, les quanti­
tes dispersives du modele a un mode telles le decalage de Lamb (Sr), l'effet Purcell (7^) 
et l'echange virtuel (J), ne permettent pas de predire correctement les mesures experi-
mentales. II a ete suggere que les harmoniques superieures jouent un role important dans 
la determination de ces quantites. Cependant, aucun modele a modes multiples coherent 
avec l'approche quantique ne permet de determiner ces quantites alors qu'elles sont toutes 
divergentes. 
Dans ce chapitre, j'aborde le probleme de la contribution des harmoniques superieures 
dans le calcul dispersif a partir du circuit distribue decrivant l'architecture a EDQ en cir­
cuit. En utilisant le formalisme de la representation des modes propres d'oscillations du 
chapitre precedent, je montre que le systeme qubit-resonateur est decrit par un hamilto-
nien de Rabi multimode a partir duquel on obtient une formulation analytique de <5r, 
et J dans la limite dispersive. En tenant compte des conditions frontieres et de la taille 
finie du qubit, je demontre que les quantites dispersives sont toutes convergentes et que 
le modele est coherent avec le formalisme d'impedance des circuits. 
La formulation multimode des quantites dispersives permet d'analyser quantitative-
ment pour la premiere fois les effets des fluctuations quantiques du vide du resonateur 
avec un ou plusieurs qubits et ou les harmoniques superieures du resonateur jouent un 
role fondamental. Entre autres, je demontre qu'il est possible d'obtenir une interaction 
d'echange a deux qubits tres forte, de l'ordre de J/2tt ~ 100 MHz, et qu'un qubit peut 
etre isole de son environnement simplement en optimisant remplacement des qubits dans 
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Figure 3.1: La boite de paires de Cooper, a) En couplant un ilot metallique a un reservoir 
a l'aide d'une jonction Josephson, une boite de paires de Cooper est formee. L'ajustement du 
potentiel de la grille Vg couple a l'ilot via la capacite Cg permet de moduler l'energie elec-
trostatique des paires localisees sur l'ile. b) En remplagant la jonction simple par un SQUID, 
les energies de transitions du qubit peuvent etre ajustees en modulant l'energie de la barriere 
tunnelle sous 1'application d'un flux externe 4>x dans la boucle. 
le resonateur. Ces resultats suggerent que la vitesse d'execution et la fidelite des algo-
rithmes quantiques realises dans cette architecture peuvent etre augmentees significati-
vement. Finalement, je formule l'hypothese qu'une des causes principales de la limitation 
du temps de relaxation des transmons dans les resonateurs provient du couplage a un 
mode indesirable present sur le circuit. 
Depuis la suggestion theorique [7 1] et premiere demonstration d'oscillations cohe-
rentes de l'etat d'une boite de paires de Cooper [12], la conception de qubits de charge1 
supraconducteurs a graduellement evoluee avec le temps vers le quantronium [75] et le 
transmon [17] pour ameliorer leur temps de decoherence. Dans cette section, je presente 
les elements theoriques essentiels a la comprehension de ces dispositifs quantiques a la 
base de l'architecture a electrodynamique quantique typique. 
3.1.1 La boite a paires de Cooper 
La boite a paires de Cooper [71] (BPC) est un qubit supraconducteur dont le circuit 
elementaire est represente a la Fig. 3.1. II est compose d'un ilot supraconducteur couple 
1. Initialement, l'appellation des qubits supraconducteurs en tant que qubits de charge, flux ou phase 
faisait reference au parametre de controle du qubit. Avec le temps, des modifications aux conceptions 
originales des qubits ont ete effectuees pour ameliorer la mesure et le controle de leurs etats de sorte 
qu'aujourd'hui, cette appellation a perdu de sa signification d'origine. Pour des raisons historiques, 
l'appellation est restee et caracterise maintenant d'avantage le type de conception du qubit. 
3.1 Les qubits de charge supraconducteurs 
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a un reservoir par l'entremise d'une jonction tunnel supraconductrice. L'ilot est egale-
ment couple capacitivement a une grille dont le potentiel Va permet de moduler l'energie 
electrostatique des charges localisees sur l'ilot. Le circuit est caracterise par deux echelles 
d'energies : l'energie Josephson £j de la barriere tunnel et l'energie de charge Eq requise 
pour apporter une paire de Cooper sur l'ilot depuis l'infini. L'hamiltonien de la BPC est 
decrit par 
#BPC = 4^0 {n - ng)2  - Ejcostf (3.1) 
ou n et 6 sont respectivement l'operateur de charge de l'ilot en unites de paires de Cooper 
et la difference de phase a travers la jonction, alors que ng = CgVg/2e est le potentiel de 
grille exprime en unites de paires de Cooper. 
Lorsque l'energie de charge est largement superieure a l'energie Josephson, Eq £ j ,  
les etats propres sont des etats de charges du circuit. Dans cette configuration, le terme 
de charge de l'Eq. (3.1) donne des energies propres decrivant des paraboles en fonction 
de la charge de grille ng et ou le couplage Josephson Ej leve la degenerescence des etats 
de charges pour les valeurs demi-entieres de ng (voir Fig. 3.2a). Pour cette valeur de la 
charge de grille, les niveaux d'energie sont independants de la charge de grille au premier 
ordre et constitue un point d'operation privilegie communement appele sweet-spot [7">]. 
Les niveaux d'energie de la BPC etant tres anharmoniques, on peut se restreindre a 
seulement deux niveaux et considerer le circuit comme bit quantique. 
Pour controler l'etat quantique de la BPC, un faible potentiel alternatif Vrf(0 en 
resonance avec la transition uitJ = uij — uj1 du qubit est applique sur la grille. En prenant 
vg + vr((t) et en developpant le terme au carre de l'Eq. (3.1), le potentiel de controle 
se couple directement a  l 'operateur de charge du qubit  suivant  H c  
4eC 
H c  = —JLfiVrti t ) ,  (3.2) 
ou Cq  est la capacite totale de la BPC de sorte que Eq = e2/(2C9). Dans la base d'etats 
{| j )} diagonalisant Hbpc, l'hamiltonien de couplage s'ecrit en fonction des elements de 
matrice des transi t ions entre les differents  etats  n ; j  = |  ( i  |  n \ j  )  \  
Hc = Y,  -j^Vrf^ri i j  ( |  i )  ( j  |  + |  j } { i  |) .  
i>j  W 
(3-3) 
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Figure 3.2: La dispersion de charge d'une BPC. Energies propres de l'hamiltonien d'une 
BPC en fonction de la charge de grille ng pour differentes valeurs du ratio Ej/Ec = 1,5,10 et 50. 
Pour de petites valeurs de Ej/Eq , le circuit est dans le regime de charge avec des energies propres 
en forme de paraboles. A ng = ±1/2, les paraboles s'evitent a cause du couplage Josephson. 
En augmentant le ratio Ej/Ec, la largeur des bandes d'energies s'amenuise et procure une 
decroissance exponentielle de la dispersion de charge. Figure tiree de Ref. [77], 
Analogue au couplage entre champ electrique et un moment dipolaire electrique, le po-
tentiel oscillant en resonance avec la transition <jJvj induit des oscillations coherentes de 
Rabi entre les deux etats [7(S], 
II est tres commode d'apporter une modification au circuit de base de la BPC et de lui 
ajouter une seconde jonction Josephson pour former une boucle telle un SQUID traverse 
par un flux externe $>x. De cette fagon, le potentiel Josephson du qubit de charge prend 
la forme 
U =E jx  fcos[7r$x/$o] cos5 + dsinf7r$x/$ol sin 5) 
/ V (3.4) 
=£j($x)cos[5 - d0], 
oil 
Ejz($x) = ^jecosJtt^/^o] \/l + d2 ta,n2 [7r$z/$0], (3.5) 
Ici l'energie Josephson totale est definie comme = En + Eyj alors que le parametre 
d'asymetrie est d = |£JI — Ejil/Ej-z- Pour un flux externe independant du temps, la 
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phase 60 respectant tan <50 = dtan[7r$x/$o] peut etre eliminee par une transformation de 
jauge puisqu'elle ne fait que deplacer l'echelle d'energie. L'ajout d'une seconde jonction 
Josephson permet done de moduler l'amplitude tunnel de la barriere, et done les energies 
de transition du qubit, par l'application d'un champ magnetique externe. 
La BPC est tres sensible au bruit de charge qui limite severement son temps de cohe­
rence T2 ~ 500 ns [75]. Ce probleme peut etre regie aisement en modifiant la conception 
du circuit vers celui du transmon. 
3.1.2 Le transmon 
Pour les qubits de charge, le ratio de l'energie de charge sur l'energie Josephson 
Eq/Ej determine a la fois l'amplitude de la sensibilite du qubit au bruit de charge et de 
l'anharmonicite. J. Koch et al. [17] ont fait une etude approfondie de l'hamiltonien de la 
BPC et de la dependance de ces caracteristiques vis-a-vis le ratio Ej jEq. Tout d'abord, 
ils demontrent que la variation de la premiere transition du qubit par rapport a la charge 
de grille decroit exponentiellement avec le ratio Ej/Eq [ 17] 
Comme on peut le voir a la Fig. 3.2, les bandes d'energies s'aplanissent en fonction de la 
charge de grille a mesure que le ratio Ej/Eq augmente. Dans la limite ou Ej ~ 100£'c, 
le qubit est essentiellement immunise du bruit de charge. 
On peut aussi voir a la Fig. 3.2 que le gain de protection contre le dephasage se 
fait toutefois au profit de l'anharmonicite du spectre du qubit et, par consequent, de sa 
vitesse d'operation. Dans la limite ou le ratio Ej/Eq 1, la phase 6 est bien localisee 
dans le potentiel Josephson en cosinus. Considerant des petites oscillations de S dans le 
puits, on peut alors approximer le potentiel Josephson par sa serie au quatrieme ordre 
en 5. Dans cette approximation, le circuit est considere comme un oscillateur faiblement 
anharmonique oil les operateurs nombre n et de la phase 5 peuvent etre ecrits a l'aide 
d'operateurs d'echelle a^,a comme 
duJ
°
1 
x e-V^c 
dn9 
(3.6) 
(3.7) 
-  _  2rc h  
~ $0\ 2Cqujp (3.8) 
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Ici, = \/8EjEc/h est la frequence plasma de l'oscillateur. En ne conservant que les 
termes diagonaux, l'hamiltonien a l'Eq. (3.1) est approximativement donne par celui d'un 
oscillateur de Duffing [17] 
H w ^hj jp  - a+a - ™ (afa) . (3.9) 
Dans ce regime, l'energie de charge determine la non-linearite de l'oscillateur par le biais 
de son anharmonicite a 
a = hu)V2 - huj0i « -Ec, (3.10) 
definie comme 1'ecart entre les deux premieres transitions. A l'oppose de la dispersion 
de charge, 1'anharmonicite relative a/hujQi ~ ^JEc/Ej n'est que faiblement dependante 
du ratio Ej/Ec• En changeant le ratio EJ/EQ de 20 a 100 dans un qubit de charge de 
frequence ujp/2tt = 8.5 GHz par exemple, la dispersion de charge est reduite par 6 ordres 
de grandeur alors que l'anharmonicite donnee par Ec/h = 300 MHz demeure largement 
superieure au taux de relaxation typique 7 ~ 1 MHz. 
Pour arriver a de tels ratios d'energies, la conception de la BPC doit etre change de 
fagon a accroitre significativement la capacite de l'ilot supraconducteur. Le transmon, tel 
que represents a la Fig. 3.3b), opere dans le regime EJ/EQ 1 alors qu'il est compose 
de deux grands ilots supraconducteurs a proximite l'une de l'autre, et couples par une 
ou deux jonctions Josephson. La grande capacite developpee entre les deux ilots ainsi 
qu'avec les plans de masse agit en tant que capacite de shunt sur les jonctions Josephson 
du qubit, augmentant la capacite totale de la BPC. Le transmon etant un dipole electrique 
de grande taille, environ 300 /xm de longueur comparativement a ~ 10 /im pour une BPC, 
cette conception a egalement I'avantage d'accroitre significativement le couplage capacitif 
avec d'autres systemes quantiques tel un resonateur supraconducteur. 
En augmentant la taille du circuit et en integrant le qubit sur une puce electronique 
avec d'autres elements de circuit, on se trouve egalement a accroitre le nombre de modes 
parasitaires sur la puce qui seraient nuisibles a la coherence du qubit. Dans la prochaine 
section, je m'attarde a la modelisation du circuit typique des experiences d'electrodyna-
mique quantique en circuit consistant en un transmon couple a un resonateur coplanaire. 
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Figure 3.3: Architecture a EDQ en circuit, a) Schema de l'architecture a electrodyna-
mique quantique en circuit ou un transmon est place dans 1'interstice d'une ligne a transmission 
resonante coplanaire. Dans l'ordre : 1-plan de masse inferieur, 2 et 3- electrodes du transmon, 
4- electrode centrale du resonateur, 5-plan de masse superieur, 6 et 7- electrodes centrales des 
lignes d'entree et sortie, b) Circuit equivalent du transmon. La grande capacite des electrodes 
entre elles et entre les plans de masses contribuent a une capacite de shunt sur la jonction 
Josephson. 
3.2 Modele a modes multiples d'un transmon couple 
a un resonateur 
Le circuit typique de l'architecture a electrodynamique quantique en circuit est sche­
matise a la Fig. 3.3, ou un transmon est place dans 1'interstice d'un resonateur coplanaire 
supraconducteur. Comrae il a ete mentionne en introduction, ce systeme est decrit par 
l'hamiltonien de Jaynes-Cummings [1 1] ou l'interaction forte entre le qubit et un mode 
du resonateur permet l'observation d'effets quantiques entre un atome et un photon [ I •">]. 
Contrairement a ce qui est habituellement fait dans la litterature, je m'attarde dans 
cette section a la description du circuit complet de l'architecture resonateur+transmon 
en utilisant la representation distribute du circuit et des modes propres d'oscillations. On 
verra que l'architecture est decrite par un hamiltonien de Rabi multimode dont l'hamil­
tonien Jaynes-Cummings usuel a l'Eq. (1.1) est une approximation. 
* 
3.2.1 Lagrangien de l'architecture a EDQ en circuit 
Dans la representation distribute du circuit, chaque piece metallique de l'architecture 
possede une capacite et une inductance intrinseque. Pour etre representatif de la realite 
experiment ale, les deux plans de masses du resonateur coplanaire sont consideres comme 
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independants l'un de l'autre. Dans un modele quasi-unidimensionnel, la geometrie en 
forme de doigts intercales des plaques metalliques du transmon ne fait que renormaliser 
la capacite et l'inductance par unite de longueur, une approximation adequate etant 
donne la longueur tres courte et l'espacement uniforme des doigts. 
Comme toutes les pieces metalliques sont a proximite les unes des autres, une capacite 
se developpe entre chacune d'elles pour former un reseau complexe tel que represents a la 
Fig. 3.3a). Suivant la numerotation decrite dans la legende de la Fig. 3.3 et considerant 
la jonction a la position x = rcj, on definit un champ pour chacune des pieces 
supraconductrices. Depuis la description lagrangienne des circuits distribues de la section 
§2.3, le lagrangien de l'architecture de la Fig. 3.3 s'ecrit 
i=1,7 
r (  C° • • 2 1 \ 
J ( ~f (^x)  ~ ^x0 ~ 2L° j dx 
(3-11) 
^ ^ i i/ya i *. i i//k i — t. i i i jr. i ii/7i i, i \ua t r. i i 
+ 
\ce  (M-e) - + \cs  (Mi) -  Me))2  
^Cj (^3(^j) - ^ 2(^j))2 + Ei COS [2?r (Mx j ) - 1p2{ x j ) )  /$o], 
soit la somme sur toute la puce des termes capacitifs dont on soustrait la somme des 
termes inductifs. Dans cette notation, a la fois les champs, les capacites et les inductances 
sont definis localement et oil la capacite CTJ est celle developpee entre les elements i et 
j. Dans le detail, on a : 1 est le plan de masse inferieur, 2 et 3 sont les electrodes du 
transmon, 4 est electrode centrale du resonateur, 5 est plan de masse superieur, 6 et 
7 sont les electrodes centrales des lignes d'entree et sortie, respectivement. De plus, on 
a pris soin de separer les elements ponctuels des elements distribues pour simplifier la 
description. 
Les variables pertinentes etant les differences de flux, il est plus approprie de definir 
de nouvelles variables de champ. Pour les plans de masses, on definit les variables v-'± 
comme 
*l>± = g ' (3-12) 
et representant des oscillations en phase et en quadrature du champs entre les plans. Ce 
dernier correspond au mode de fente (ou slotline, en anglais) bien connu en microelectro-
nique [7^]. De meme, on definit le champ du resonateur ipR et les champs a l'entree et 
a la sortie 0e(s) comme le champ de l'electrode centrale par rapport au mode commun, 
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soit : 
1pR = 1p4- 0+, 
1p e  = 1p6 -  1p+, 
0S  EE 0 7  -  1p+ .  
(3.13) 
(3.14) 
(3.15) 
Pour le transmon, il est convenu d'utiliser des variables similaires (p± pour les oscillations 
en phase et en quadrature du champ entre ses plaques, soit 
0± = 
03 ± 02 (3.16) 
Finalement, il est tres pratique de choisir comme reference en tout point de l'espace le 
mode 0+ des plans de masse de sorte qu'on fixera ip+{x) = 0 V x. 
En definissant le vecteur de champs xjj1 = {0e, vs, tp_,0r. 4>+, 0_} qui est une fonction 
de la position et du temps, le lagrangien total du circuit L = T — V s'ecrit d'une maniere 
compacte a I'aide de la matrice des capacites C et des inductances L. Pour le terme 
cinetique on a 
T =\! dx + 2CJ0?.(XJ)  
+ 
1 ce (M-i)  - + -c8 (M*) -  &(t))2 ,  
(3-17) 
alors que le terme potentiel s'ecrit 
1 
V = - J {dxff i ix ,  t) L d xxf(x,  £)] dx -  Ej cos 2tt 20-(xj) (3.18) 
La matrice des capacites C, de dimension 6x6, determine les capacites intrinseques 
et de couplages : 
\ 
[C] 
/ 0 —c° e,SL 0 0 0 
0 C° /^i0 
~^s,SL 0 0 0 
—r° 
e,SL -Cs,SL r° ^SL —c° SL,R —c° °SL,+ —c° SL, -
0 0 /~i0 
~^SL,R r° ^R -C°R,+ -c°R,-
0 0 —c0 ^SL,+ —r° *^R,+ c°+ -c°+,. 
V 0 0 —c° ^SL, - /^i0 -c°+>- c° 
(3.19) 
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Les elements diagonaux, correspondant aux capacites des lignes d "entree et de sortie C°(s), 
du mode slotline CgL, du resonateur CR et celles du transmon C°±, sont donnees par 
W) fiO , 
^16 + ^ 56' 
/-tO , ^i0 
—^17 ^57' 
C°SL =C°2 + C°3 + C°4 4- 4C?5 + C°5 + C°5 + c°5, 
/~i0 _j_ piO , ^0 i 
^14 ^24 "T" ^34 ^45' 
^i0 /~t0 . piO , f(0 i riO | ^-i0 , f~iO 
^ , —^12 -r V^/13 -t* V^24 *t* ^25 ^34 ^35> 
(3.20) 
C°=C0+ + 4C°3, 
alors que les elements hors-diagonaux, correspondant aux capacites de couplage entre les 
differents elements de circuits, s'ecrivent 
/~i0 /"t0 
^e,SL —^65 c° ^"16' 
n° —r>° c° 
^s.SL —^75 *-"17i 
c° 
^14) n° —c
0 
^"SL.R —^45 
r<o 
^"SL,+ c°5 + c 
0 
35 
/~i0 /~t0 i ^i0 
^ S L , -  — '  ^" 3 !  12 "T" 5 
si0 (~i0 i fiO 
^"R,+ 24 ^34, 
c° 24' 
"12 
'13 
'13' 
"25' 
(3.21) 
/~t0 <~i0 
^R,- 34 
/~i0 i /~i0 I /~i0 /~i0 (~*0 
. —v^19 "f -t-'12 "24 25 "13 "34 r° 35" 
Avec ce choix de variables, le terme de potentiel inductif est diagonal par bloc 
fLl = 
/ i 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 4- 1 
zy + if 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
-I- 1 
~lk +  ~k 
0 
0 
0 
0 
1 
r ? H  i / 
(3.22) 
La structure du reseau de capacitance fait en sorte que pratiquement tous les modes 
d'oscillations dans le systeme sont couples entre eux. II est alors essentiel de choisir une 
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conception de circuit qui equilibre le reseau de capacites et qui minimise les couplages 
indesirables. 
Simplifications du circuit 
Je procede maintenant a quelques simplifications qui allegeront l'analyse du circuit. 
L'electrode centrale de la ligne a transmission etant fabriquee a egale distance des deux 
plans de masse semi-infinis, on peut prendre Cg SL = Cg SL = CgLR = 0 sans problemes. 
Je peux aussi considerer la capacite parasitaire interne du transmon C+. comme etant 
negligeable dans la mesure oil les plans de masses et l'electrode centrale se couplent a 
chacun des ilots de maniere equivalente. En supposant que les llots du transmon aient les 
memes dimensions, leur inductance devrait etre similaire de sorte qu'on puisse negliger 
toute asymetrie dans la matrice d'inductance. Ces deux approximations permettent de 
decoupler les oscillations en phase de celles qui sont en quadrature dans le transmon. 
Comme on le voit plus loin, elles simplifient largement l'analyse du transmon pour faire 
ressortir la physique importante du circuit. 
Avant de voir plus en detail l'architecture dans son ensemble, une base de modes 
propres pour le transmon doit etre determinee. Pour ce faire, j'analyse le transmon en 
l'absence de potentiels externes en ne considerant que les elements de matrices n'impli-
quants que les variables 0± liees a celui-ci. 
3.2.2 Les modes internes du transmon 
Les ilots du transmon de longueur 2£q  ont des conditions aux frontieres ouvertes aux 
deux extremites alors que le courant y est nul en ces endroits. Le champ dans chacun 
d'eux peut alors etre decompose sur une base de modes stationnaires suivant (i = 2,3) 
les fonctions vm(x)  = Am  cos [km(x + tq)}  de vecteur d'onde k r n  = mnf{2£q)  decrivent 
l'amplitude du champ le long des ilots et repondent au produit scalaire 
OO 
(3.23) 
m=0 
(3.24) 
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avec comme constante de normalisation Am  = ^2 — dmo- En decomposant de la meme 
maniere les variables <f>± du transmon [a l'Eq. (3.16)], les termes cinetique Eq. (3.17) et 
protentiel Eq. (3.18) du transmon peuvent etre integres dans l'espace. 
Dans cette base de modes normaux, le lagrangien du transmon L? s'ecrit en terme 
des nouvelles variables de champ 0±,m, 
1 "in X 
Lt  = Cf <f> — —(f)  ( f)  -|- Ej cos 
Ad & 
47r^0_,m(xj)/$o (3.25) 
avec le vecteur des amplitudes = {((/>+,o, • • • , • • •), (0-,o>" •" , 0-,m>''")} de di­
mension infinie. Les elements de la matrice des capacites du transmon s'ecrivent alors 
[Cr] (a,rn),(0,n)  [C+^a,+ "t" C_]  ^a,0^m,n 4CjVn(xj)vm(xj)S ( X r-Sa  j i j ,  (3.26) 
alors que l'integration dans l'espace fait apparaitre les capacites totales C t J  = 2£qC'^.  
Quant a elle, la matrice des inductances est diagonale dans cette base 
2£ki (3.27) 
Bien que formellement le systeme matriciel soit de dimension infinie, seuls les quelques 
premiers modes apportent la physique pertinente a basse energie. II est alors approprie de 
tronquer l'espace de Hilbert a un certain nombre N de modes propres suffisamment grand 
pour que les quelques premiers etats et energies propres du systeme soient connus avec 
une bonne precision. La matrice des capacites etant maintenant de taille finie, elle peut 
etre inversee sans problemes. En definissant le vecteur des moments conjugues p = Cr0, 
l'hamiltonien du transmon prend la forme 
Ht = Cj l  p+ l- f i  L t  0 - E3  cos 
N-L 
47r Y, <t>-,m{xj)/$0 
m=0 
(3.28) 
3.2.3 Le mode 'qubit' du transmon 
De cet ensemble de modes d'oscillation du transmon, on s'interesse particulierement 
au mode de plus basse energie ou la jonction Josephson participe activement. Pour des 
ilots supraconducteurs de longueur d'une centaines de microns, la frequence de leur mode 
fondamental d'oscillation est de l'ordre de quelques u>I/2TT ~ 100 GHz et largement su-
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perieure a la frequence d'operation du qubit ~ 10 GHz. Ainsi, le mode de plus basse 
energie consiste au mode en quadrature fondamental m = 0 ayant un vecteur d'onde nul 
km=o = 0, oil le champ est constant le long du qubit et en anti-phase entre les deux llots. 
En considerant les modes de plus haute energie dans le vide et en negligeant le cou-
plage inductif residuel, depuis l'hamiltonien total a l'Eq. (3.28) on obtient l'hamiltonien 
libre du mode (—, m = 0) de la forme 
o2 
H
~fi = ' EJ cos[47r0_,o(O)/Oo]. (3-29) 
^-,o 
Le mode est decrit par l'energie Josephson Ej et une capacite effective C_,o telle que 
C_,0 = ~ 2lqQt + 4< 0(:rj)Cj, (3.30) 
i J(- ,0)(- ,0)  
dans la limite oil Cj <C 2f'qC (i. Definissant la difference de phase 5 et son moment conjugue 
h, l'operateur nombre de paires de Cooper, selon 
i^v-AxM-v, * = ' <3'31) 
on trouve que le mode en quadrature fondamental ( — ,m = 0) est decrit, sans surprise, 
par l'hamiltonien de la boite a paires de Cooper //BPC [1 ~] 
Hbpc = 4Ecn2 - Ej cos[5]. (3.32) 
Ainsi, le mode (—,m = 0) est le mode plasma de la jonction Josephson qui est shuntee 
par la grande capacite des llots supraconducteurs. Comme mentionne precedemment, 
puisque km=q = 0 l'amplitude du champ dans les llots reste constante a v-a(x) = 1 de 
sorte que la capacite totale du qubit est donnee par Cg = C_io/4, soit le quart de la 
capacite du mode ( —, m = 0). 
Bien qu'on retrouve le meme resultat que si on avait considere les llots comme des 
capacites discretes et ponctuelles telles qu'on retrouve a la Ref. [17], la representation 
distribuee et la decomposition spectrale utilisee demontre la validite de cette representa­
tion discrete malgre la grande taille physique du qubit. De plus, cette methode procure 
une quantite importante qu'est la distribution spatiale du champ du qubit dans le circuit. 
Dans la prochaine section, je montre que la geometrie du circuit est a la base de la mode-
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lisation appropriee du couplage entre le qubit et d'autre modes du circuit, en particulier 
avec les modes du resonateur. 
* 
3.2.4 Hamiltonien de l'architecture a EDQ en circuit 
L'essentiel du travail pour determiner l'hamiltonien de l'architecture a EDQ avec des 
qubits de charge supraconducteurs a deja ete effectue dans les sections precedentes. Dans 
la limite semi-infinie des plans des lignes a transmission a l'entree et a la sortie, celles-ci 
sont considerees comme des bains d'oscillateurs harmoniques a I'equilibre thermique. De 
plus, la solution exacte des modes propres d'un resonateur en presence de capacites a 
l'entree et a la sortie a deja ete determinee a la section § 2.4.2. Des lors, les integrates 
d'espace des termes cinetique et potentiel du lagrangien aux Eqs. (3.17)-(3.18) sont faci-
lement effectuees. 
A l'aide des moments conjugues p = Ctp, l'hamiltonien est determine a partir des 
elements de la matrice inverse C-1 qui ont des expressions analytiques complexes. Une 
simplification importante peut etre faite etant donne la taille relative des composantes 
du circuit. En effet, les lignes et les plans de masse sont beaucoup plus grands que le 
resonateur, qui est lui meme beaucoup plus grand que le transmon. Ceci implique done 
que CE,Cs,CsL CR alors que CR 3> C_,C+,CR., etc... . En d'autres termes, les 
elements dominants de la matrice des capacites Eq. (3.19) sont les elements diagonaux et 
alors on peut considerer ces elements seulement pour definir les moments conjugues du 
systeme en approximant p « Diag [C] %k 
Avec cette approximation, la transformation de Legendre est simple de sorte que 
l'hamiltonien total du circuit prend la forme habituelle d'un systeme Hs en interaction 
suivant Hsb avec un bain Hq : 
H = Hs + Hb + Hsb- (3.33) 
Restreignant le transmon au mode qubit seulement et utilisant l'indice de mode m pour 
le resonateur, l'hamiltonien du systeme qubit-resonateur s'ecrit 
Hs=Y. 
m> 0 
Qv 
2C 
+ 
TiP' 
R.m 2L„ 
+ 4Ec  (n - ng)2 - E}  cos 6 + ^  
2eC gym 
m> 0 CEC, 
nqn (3.34) 
ou l'inductance hml = est definie a partir de la capacite totale Cs = 2^CR + Ce + Cs 
et de la frequence um du mode en l'absence de qubit. 
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L'hamiltonien d'un qubit couple a un mode du resonateur a deja ete obtenu aupara-
vant [ 1 1,17]. La nouvelle forme obtenue ici est toutefois plus elaboree et contient plusieurs 
details qui n'ont pas ete pris en compte dans ces analyses. Premierement, l'hamiltonien 
rappelle, ont ete determines en considerant explicitement les capacites de couplages aux 
ports D'entree/sortie. Aussi, on remarque que la capacite CR,to associee au mode m du 
resonateur a une contribution due au transmon et determinee par l'amplitude du mode 
a l'endroit du qubit suivant 
Ceci a pour effet de decaler les frequences du resonateur vers de plus basses frequences 
avec uj'm = 1 /^CRimLm < ujm. Afin d'alleger la notation, on note u>m comme les frequences 
du resonateur en presence de qubits. 
Le couplage du resonateur au qubit a des contributions DC et AC. La premiere pro-
vient de la charge libre q0 du mode de frequence nulle m = 0 du resonateur induisant une 
charge de grille sur le qubit 2eng(t) = <2o(£)C-,o/CR,m=o- La contribution AC provient 
des fluctuations du resonateur et correspond au dernier terme de l'hamiltonien Hs de 
l'Eq. (3.34). Contrairement aux Refs. [1 1, 17], l'amplitude du terme d'interaction qubit-
resonateur n'est pas une constante alors qu'elle est determinee par la capacite de couplage 
Cg t in  proportionnelle au recouvrement des champs du qubit u_ to(a:) et du resonateur um(x) 
Plus loin dans ce chapitre, on demontre que ce recouvrement est responsable de la conver­
gence des quantites dispersives de l'hamiltonien qubit-resonateur. 
Finalement, dans le present modele, l'hamiltonien du bain Hb represente l'environ-
nement electromagnetique dans le circuit et est responsable des pertes radiatives du 
resonateur et du qubit par l'entremise de l'interaction Hsb• En plus de l'interaction entre 
le resonateur et les lignes d'entree/sortie avec H tb 
a l'Eq. (3.34) decrit le couplage d'un qubit avec tous les modes du resonateur qui, on le 
(3.35) 
(3.36) 
TT V V CaWm(XQ) WaW 
Rrs = LL ~r~r—^ Qm: Q=e,s v,m 
(3.37) 
deja discute a la section §2.5.3. On ajoute a Hsb le couplage dipolaire electrique entre le 
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qubit et le mode slotline de la forme 
H,B = 'E^±eL)f>, (3.38) 
causee par l'asymetrie du reseau de capacites entre des electrodes du transmon et les 
plans de masse. 
Ainsi, en decomposant sur les modes normaux du circuit, on trouve que les termes 
de l'hamiltonien du systeme a l'Eq. (3.34) et de l'interaction avec le bain aux Eqs. (3.37) 
et (3.38) contiennent tout le detail de la geometrie et des conditions aux frontieres. 
L'hamiltonien a l'Eq. (3.33) modelise la dynamique d'un resonateur avec un transmon 
dans la limite ou le circuit est decrit par le lagrangien de l'Eq. (3.11) et que la somme 
sur les modes tend vers l'infini. 
Afin de mieux comprendre comment les harmoniques superieures du resonateur, sou-
vent ignorees, influencent le qubit, on procede a une serie d'approximations afin d'obtenir 
de maniere analytique l'essentiel de la physique qui a lieu. 
3.2.5 Hamiltonien de Rabi multimode 
La premiere approximation faite est de se restreindre aux deux premiers etats de 
l'hamiltonien du qubit {| 0 ) , | 1)} ayant comme frequence de transition uia. A l'aide des 
expressions de l'Eq. (2.70), 
^m — 
ft ( t . \ . • /^C 
2Cr mWn 
( « L  +  a m )  ,  q m  =  i \ j  —R2m (<4 - am) , (3.39) 
l'hamiltonien du systeme prend la forme d'une generalisation multimode l'hamiltonien 
de Rabi standard 
Hs = ^ ' fobJmQ'lnQ'm "I" ~Z&a&z ~t" ^ "m)(7y, (3.40) 
m m 
decrivant l'interaction dipolaire electrique entre la lumiere et la matiere d'amplitude grn  
telle que 
^ Gg,™. ^Cn mU!m . . . . 
9m = 7Tc^V~T~"Kl1' (341) 
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proportionnelle a y/uJ^ et ou on definit les elements de matrice du dipole selon n jk  = 
{ j  |  n  |  k  )  =  z |  ( j  |  h  |  k  )  |  .  
On peut apprecier la richesse du contenu de l'hamiltonien de Rabi multimode par le 
nombre d'approximations necessaires pour obtenir l'hamiltonien Jaynes-Cummings a un 
mode [i 7,70] 
Hjc = huira^a + h^az  + %(aV_ + aa+), (3-42) 
souvent employe pour caracteriser les realisations experimentales. Pour y arriver, on 
doit d'abord tronquer l'espace de Hilbert du resonateur a un seul mode. II faut ensuite 
prendre la limite grandes longueurs d'ondes pour le couplage de sorte que Cgm —> C_,o-
Finalement, on arrive a la forme Eq. (3.42) apres avoir fait l'approximation seculaire qui 
neglige les termes en (aV+ + acr_). 
La bonne question qui doit etre posee a ce stade-ci est la suivante : A quel point le 
modele de Jaynes-Cummings a un mode s'eloigne-t-il du modele exact pour les parametres 
experimentaux pertinents ? Formellement, le calcul analytique des etats propres de cet 
hamiltonien serait necessaire pour faire une etude exacte de 1'impact des harmoniques 
superieures, mais ce dernier deborde malheureusement du cadre de cette these2. 
Toutefois, dans la limite dispersive pertinente pour la plupart des experiences dans 
le domaine et ou le disaccord de frequence respecte \uja — cum| gm, une theorie de 
perturbation constitue une bonne avenue pour comprendre la physique du systeme ou 
les harmoniques superieures sont indues. La reponse a cette question sera alors contenue 
dans le calcul des quantites dispersives de ce modele. La prochaine section s'attarde a la 
description multimode du regime dispersif. 
3.3 Regime dispersif multimode 
II serait tentant d'invoquer maintenant l'approximation seculaire pour reduire l'hamil­
tonien de l'Eq. (3.34) a une forme Jaynes-Cummings. Cette approximation n'est pas ade­
quate dans l'approche multimode puisque pour les modes de frequence elevee 0Jm » uja, 
les termes non-seculaires et seculaires oscillent a des frequences comparables alors que 
+ ~ cjm —uja. L'approche perturbative doit inclure l'effet des termes non-seculaires 
2. La solution analytique exacte du modele de Rabi standard n'a ete obtenue que recemment par 
Daniel Braak [^0] suite aux developpements entourant le couplage ultrafort dans les circuits supracon-
ducteurs qui seront discutes au chapitre §5 de cette these 
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du couplage lumiere-matiere en plus des harmoniques superieures du resonateur. 
3.3.1 Systeme a un qubit 
Dans le regime dispersif ou \uja — u>m\ <C gm, l'echange d'energie entre le qubit et le re­
sonateur est fortement inhibe. L'hamiltonien de Rabi est diagonalise approximativement 
par une transformation unitaire en utilisant une approche perturbative similaire a ce qui 
est fait pour l'hamiltonien de Jaynes-Cummings a un mode [1 J]. On definit la matrice de 
transformation unitaire U 
U exp s ^ ' [Amflmcr_|_ -)- /3mamcr_ c.h.] ^, (3.43) 
L m 
qui est une fonction des operateurs d'echelle du qubit et du resonateur similaire a l'hamil-
tonien d'interaction du systeme. En utilisant la formule de Campbell-Baker-Haussdorff, 
l'hamiltonien dispersif Hp = UH$U^ est decrit par une serie de commutateurs. Jusqu'au 
deuxieme ordre des petits parametres Am et Bm, l'hamiltonien dispersif HD s'ecrit 
Hd = eAH se-A = HS+ [A ,  Hs} + \  [A,  [A ,  ffs]] + • • • . (3.44) 
A l'annexe §D, je montre que cette transformation unitaire diagonalise l'hamiltonien Hs 
au deuxieme ordre en Am,/3m avec 
= (3.45) 
^rri 
ou Am = uja — u>m et Em = ua + ujm. Comme il a ete discute au premier chapitre, il en 
resulte un hamiltonien dispersif similaire a l'Eq. (1.4) 
~ ^  7\ i^a  ^r)@z z > (3.46) 
mais qui comprend tous les modes du resonateur ainsi que leur influence sur le decalage 
de Lamb Sr et l'effet Stark x-m- Suite a la transformation, les operateurs d'echelles du 
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systeme sont des combinaisons lineaires d'operateurs du qubit et du resonateur 
+ Xma+ + /?m<x_, (3.47) 
Ua+U^ w a+ 4- ~ • (3.48) 
m 
Dans cette basee habillee, les transitions virtuelles avec les modes du resonateur renor-
malisent la frequence du qubit ua par un decalage de Lamb Sr 
i = i : £ ( z - + z - ) - i : £ j £ t r ,  ( » • « )  
m \ Z-'m ' m ^a m 
alors que la presence de photons dans le resonateur produit un decalage de Stark Xr, 
Xm = 9ll(-^- + ^r~)- (3-50) 
La contribution en gfn/T,m est le decalage de Bloch-Siegert [Si] et provient de l'effet 
dispersif des termes non-seculaires et n'est detectable experimentalement que lorsque 
le couplage gm n'est plus negligeable devant uj(1 -f um [~>1]. Par cette contribution, les 
termes non-seculaires procurent une dependance en 1/wm additionnelle a la serie de Sr par 
rapport a l'extension multimode simpliste 8r = ^2mg^n/de Eq. (1.8) faite au premier 
chapitre. Avec un couplage dipolaire electrique gm oc \/um tel qu'obtenu a l'Eq. (3.41), 
la serie du decalage de Lamb devient 8r oc Y.m et diverge tout de meme de maniere 
logarithmique. 
3.3.2 Systeme a deux qubits 
En presence d'un ou plusieurs autres qubits dans le systeme l'approximation dispersive 
doit etre effectuee pour chacun d'eux. L'hamiltonien a plusieurs qubits d'indice j etant 
de la forme 
Hs = Y,huJma\nam + {aj)a{z3) + - am)a{y3), (3.51) 
m j 171 
il peut etre approximativement diagonalise dans le regime dispersif suivant la meme 
methode qu'a un qubit [79]. Encore ici, on generalise l'approche en incluant les termes 
contre-rotatifs et les harmoniques superieures du resonateur. A partir de la matrice uni-
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taire U a plusieurs qubits 
U = exp I Y, H [Amam {^+ + - h.c.j 1 , (3.52) 
et en choisissant comme parametres pour la transformation et (3$ = 
9{m/^{m, je montre a 1' annexe §D que l'hamiltonien dispersif a deux qubits est 
diagonal au deuxierae ordre 
H D ]  ~  Y 2  F U m a i d m  +  Y . \  ( w o  }  +  S r } )  ^  k X m  +  h j o ^ o ^ .  (3.53) 
m j=l m,j 
En plus des decalages de Lamb et des effets Stark \ni propres a chacun des qubits 
suivant les Eqs. (3.49) et (3.50), les fluctuations du champ du resonateur procurent une 
interaction d'echange effective qubit-qubit d'amplitude J par l'entremise de remission et 
de la reabsorption de photons virtuels dans le resonateur. Decrit par la formule 
•9$ 9$ / I 1 1 r jtt i Urn [ L A | 
J 
" 2^ o A (1) ^(1) 
m t-tm tim 2 I y(  a^2' y^ \Ll  iAm , 
(3.54) 
= V o(1)o(2) — + Z—/ 9m i/m I m2 „ ^ (J)Z , ,2 ' ,(2)2 \UJa' ~ U)2m Lda ~ , 
l'echange virtuel est optimal lorsque les deux qubits sont en resonance = ujj^2K 
Contrairement au decalage de Lamb, les termes non-seculaires de l'hamiltonien de 
Rabi ont une contribution dispersive qui s'oppose aux termes seculaires et ne changent 
pas la dependance en u>m de la serie. Tout comme la formulation multimode simpliste 
proposee au premier chapitre a l'Eq. (1.9), l'expression a l'Eq. (3.54) de l'echange virtuel 
diverge en J oc £m( — l)m a cause de la dependance de gm oc ui^2 m 
3.3.3 EfFets dispersifs de l'interaction avec le bain 
Pour tenir compte des effets dispersifs des bains sur le systeme, la transformation 
unitaire doit etre appliquee egalement aux termes d'interaction systeme-bain de l'hamil­
tonien total. 
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Ainsi, suivant l'Eq. (3.47) toute interaction resonateur-bain HrB de la forme 
= (3.55) 
procure une interaction dispersive du qubit avec le bain 
UHrBU1 « HrB + hTu(a+ - a_)(&t - b„), (3-56) 
V 
ou 1'amplitude d'interaction r„ est donnee par 
r„ = ]TAm>1,(Am-/3m). (3.57) 
m ) 
Suivant la theorie quantique de la dissipation et l'equation maitresse de Born-Markov 
a la Section §2.2.3, les fluctuations du vide du resonateur participent au processus de 
relaxation du qubit au taux tel que 
7k = 27T ]T |r„|2 [5(uj„ - u>a) + 6(oj„ + £ja)]. (3.58) 
V 
De maniere reciproque, tout processus de decoherence affectant le qubit se trouve 
a afFecter I'etat du resonateur de maniere dispersive. Depuis rhamiltonien d'interaction 
qubit-bain HqB, 
HqB = £&(<r+ - <T-)(bi - h), (3.59) 
V 
une interaction resonateur-bain survient dans le regime dispersif 
UHqBUt « HqB + ^ <,(4, - am)(bt - b„), (3.60) 
i / ,m 
avec 1'amplitude £mv — £„(Am -f 0m). Tout comme precedemment, les fluctuations de 
I'etat du qubit procurent un taux de relaxation m du mode m du resonateur selon 
K7>m = 271-^3 I£„)m|2 [8(uu — ujm) + 6(u>„ + wm)]. (3.61) 
V 
Comme je m'interesse a determiner 1'efFet de l'environnement electromagnetique sur 
le qubit, je vais me concentrer sur l'effet des ports d'entree et de sortie du resonateur sur 
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le temps de relaxation du qubit. 
3.3.4 L'effet Purcell 
A la section precedente, j'ai montre que l'interaction d'un bain avec le resonateur 
affecte indirectement le qubit dans l'approximation dispersive. Pour l'interaction du re­
sonateur avec les lignes d'entree et de sortie de signal, on rappelle que le couplage X^u 
avec le port a = e,s s'ecrit [Eq. (2.104)] 
= 
• (3.62) 
Le taux de relaxation radiatif 7K est alors 
'2 
(3.63) 
Dans ce modele de bruit, les lignes d'entree/sortie sont des impedances complexe Z[w] 
a l'equilibre thermique procurant une densite spectrale de bruit de potentiel (oj) = 
2hu; (nth(w) + 1) 3?{Z[u;]}. A l'Eq. (3-63) on voit que chaque mode du resonateur filtre le 
bruit de l'environnement avec une fonction 
/£>(") = (3-64) 
2CE v ^ 
Piquee enu= ±cum, la fonction filtre attenue fortement le bruit aux frequences loin des 
resonances de sorte a diminuer le taux d'emission spontanee du qubit, correspondant ainsi 
a l'effet Purcell [l i]. Par la forme multimode de 7K a l'Eq. (3.63), l'effet Purcell resulte de 
l'interference des multiples canaux de decoherence que constituent les differents modes 
du resonateur. 
En comparant avec l'expression simple a un mode —  K G 2 / A2 mentionnee en au 
premier chapitre a l'Eq. (1.6), l'expression multimode de l'Eq. (3.63) est plus complete 
alors qu'elle inclut le detail de la geometrie et des conditions frontieres du circuit, ainsi 
que les specificites du modele de bruit de l'environnement electromagnetique. Cependant, 
la serie de l'effet Purcell obtenue a l'Eq. (3.63) en 1 /wm en depit du fait qu'elle comprend 
le comportement en um(xa) tx 1 /ujm du champ du resonateur aux frontieres dans les 
hautes frequences (voir §2.4.2). 
7K = t E 
a=e,s 
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Ainsi, malgre un calcul detaille de 1'hamiltonien dispersif multimode, les series al-
gebriques des quantites dispersives demeurent divergentes. La croissance en y/oJ^ du 
couplage dipolaire electrique gm en etant la cause principale. Comme il a ete mentionne 
pour des atomes en cavite, il est commun en optique quantique d'avoir recours a une 
approximation de la taille finie de l'atome, ou a une frequence de coupure ultraviolette 
ad hoc pour s'affranchir des divergences (voir par exemple [(>()] et [S2]). A la prochaine 
section, je demontre que la taille finie du qubit est appropriee dans le contexte des circuits 
supraconducteurs puisqu'elle permet de resoudre les problemes de divergence en plus de 
rendre le modele multimode coherent avec la theorie des circuits. 
3.4 Geometrie et l'interaction lumiere-matiere 
Le contexte physique de l'electrodynamique quantique en circuit est bien different du 
cas atomique alors qu'il est regit par l'electromagnetisme a la fois pour le resonateur, le 
couplage lumiere-matiere et pour l'atome artificiel. II est done etrange de retrouver dans 
les circuits un couplage dipolaire electrique qui croit avec la frequence en gm oc v/cJrn, 
alors que l'impedance de la capacite responsable du couplage decroit en Zc(tu) oc 1/uj. II 
semblerait done que le present modele decrivant le couplage qubit-resonateur ne soit pas 
adequat pour tenir compte de ce fait. 
A la section §2.5.3, on a vu qu'avant de prendre en compte l'influence de la capacite 
sur la condition frontiere, le couplage capacitif du resonateur aux lignes d'entree et sortie 
allait comme Am oc Toutefois, comme la capacite agit comme un miroir dependant 
de la frequence, celle-ci fait en sorte que le couplage au port acquiert une dependance en 
1 /u> dans les hautes frequences. En consequence, le couplage decroit en Am oc to*"1/2 et le 
taux de relaxation du resonateur sature au taux de decharge nm —> 1/RC bien connu. 
Suivant cette meme logique, un qubit de charge place en serie avec le resonateur de-
velopperait un couplage dipolaire electrique decroissant en frequence avec gm oc -a;"1/2. 
Les quantites dispersives seraient alors des series convergentes avec des termes propor-
tionnels a cj~3 pour le decalage de Lamb Sr, et en w~2 pour l'echange virtuel J et le taux 
de relaxation radiatif ~/K. II semblerait done necessaire que gm reflete le comportement en 
frequence de l'impedance de la capacite de couplage, meme lorsque le qubit est place a 
l'interieur du resonateur, en parallele avec ce dernier. 
En plagant le qubit en parallele avec l'electrode centrale du resonateur, il est egalement 
parallele a l'axe de propagation des ondes electromagnetiques. Le couplage depend alors 
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Figure 3.4: EfFets geometriques sur le couplage qubit-resonateur. Capacite de couplage 
normalisee \Cm^(xq)/Cg\ entre un transmon de longueur 2tq = 300 /im et un resonateur, 
en fonction de la frequence uim du mode du resonateur. Chaque point indique un mode du 
resonateur. Dans la limite ponctuelle du dipole, Cm,g n'est modulee que par l'amplitude locale 
du champ (ligne pointillee). Pour un qubit place en serie avec le resonateur (cercles noirs), la 
condition a la frontiere impose une decroissance en 1 /ojm. II en va de meme pour un qubit 
place en parallele (carres bleus) si la geometrie du circuit est prise en compte. Parametres du 
resonateur pour le calcul : resonateur avec ujq/2tt = 5 GHz, 2( — 9.4 mm. 
de la geometrie du circuit via le recouvrement des champs electriques du qubit et du 
resonateur qui procure la capacite de couplage effective Cgm de l'Eq. (3.36). A partir 
de la forme analytique des modes du resonateur um(x) de l'Eq. (2.60) et de la forme du 
champ du mode de plus basse energie du qubit de charge, l'integrale de l'Eq. (3.36) donne 
m sine (3.65) 
La capacite effective depend de la position du qubit le long du resonateur ( x q )  et de la 
longueur d'onde du mode Am = 2TT/km relative a la taille du qubit 2lq. 
Lorsque la longueur d'onde est tres grande face a la taille du dipole, on a kmlq <C 1 
et le dipole est considere comme ponctuel. Dans cette limite, C9,m ~ 2£qC°gum(xq), de 
sorte que gm oc ^fuj^ium{xq) tel qu'attendu [1-1]. Ce resultat est illustre en fonction de 
la frequence du mode par la courbe noire pointillee de la Fig. 3.4. II est aussi montre 
a la Fig. 3.4 que pour une taille de transmon typique de 2£q ~ 300 /im, le champ du 
resonateur se moyenne pour les modes ou kmlq < 1. Ce faisant, la capacite de couplage 
effective diminue en frequence suivant Cg m oc u;"1 ce qui procure une dependance en 
gm ex u;"1/2 pour le couplage dipolaire electrique. Pour un qubit place en parallele a la 
propagation du champ, la geometrie du circuit permet done de retrouver le comportement 
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en frequence de la capacite de couplage tel que prescrit par l'electromagnetisme. 
Le comportement en u;m1/'2 du couplage lumiere-matiere n'est pas unique au couplage 
dipolaire electrique alors qu'il est egalement retrouve pour l'interaction dipolaire magne-
tique. Dans ce cas, ce n'est pas tant le comportement du recouvrement des fluctuations de 
courant du resonateur sur la taille du qubit (donnant l'inductance mutuelle) qui procure 
la dependance desiree, mais plutot parce que les fluctuations magnetiques sont moins 
fortes que les fluctuations electriques par un facteur 
Contrairement aux atomes, le couplage lumiere-lumiere dans les circuits supraconduc-
teur decroit en frequence a cause des lois de l'electromagnetisme. Grace a cette particula­
rity propre aux circuits, les quantites dispersives peuvent done etre calculees exactement 
sans problemes. 
3.4.1 Convergence des series dispersives 
Comme je, l'ai demontre a la section precedente, l'inclusion des effets geometriques 
et des conditions frontieres sur le couplage est crucial dans le calcul des expressions 
des differentes quantites dispersives. Bien que les series convergent a l'infini, elles ne 
convergent pas au meme rythme. Dans cette section, je verifie la convergence et estime 
l'erreur numerique sur la somme tronquee en comparant la valeur calculee de la quantite 
dispersive a un nombre de modes donne, a celle obtenue en utilisant un tres grand nombre 
de ceux-ci (typiquement 104). 
Des exemples de courbes de convergence pour des transmons dans un resonateur sont 
tracees a la Fig. 3.5 pour Sr. J et ~(K respectivement. La grande taille du transmon fait 
en sorte que les calculs convergent rapidement en fonction du nombre de modes, ce qui 
permet d'atteindre une precision numerique inferieure a < 1% en utilisant seulement les 
30 premiers modes pour le decalage de Lamb, ou environ une centaine pour l'echange 
virtuel. 
Outre la dependance plus forte envers u>m, l'echange virtuel J est une serie alternee 
dont le signe depend de l'amplitude (positive ou negative) relative du champ a l'endroit 
des deux qubits et converge plus lentement. Finalement, le taux de relaxation 7K necessite 
davantage de modes (~ 3000) pour atteindre une precision < 1% alors que l'interference 
entre les modes accentue le poids des harmoniques superieures dans le calcul. Toutefois, 
il est important de remarquer qu'un calcul approximatif n'incluant que quelques modes 
dans l'approximation seculaire ne peut reveler toute la richesse de l'interaction dispersive 
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Figure 3.5: Convergence des quantites dispersives. Exemples de calcul d'erreur relative 
et absolue du decalage de Lamb (a), de l'echange virtuel (b) et du taux d'emission spontanee 
en resonateur (c) en fonction du nombre de modes utilises dans la serie des quantites disper­
sives. La valeur exacte est celle utilisant 10 000 modes. En incluant les effets geometriques 
et des conditions frontieres du champs dans le circuit ainsi que l'effet dispersif des termes 
non-seculaires d'interaction lumiere-matiere, les quantites dispersives convergent toutes a des 
vitesses differentes. Les courbes ont ete lissees pour aider la comprehension. 
entre les qubits et le resonateur. A titre d'exemple, je demontre plus loin que seul le calcul 
precis de J et [depuis les Eqs. (3.54) et (3.63)] met en evidence un effet de retroaction 
des conditions frontieres du resonateur sur les qubits qui permet d'isoler un qubit de son 
environnement electromagnetique et de l'utiliser comme memoire quantique. 
Alors que plusieurs milliers de modes sont necessaires pour obtenir une bonne precision 
numerique sur des quantites dispersives, on est en droit de se demander si ces calculs 
n'outre-passent pas le domaine de validite du modele theorique du circuit. Entre autres, en 
sommant j usque dans le domaine des THz on depasse largement le gap supraconducteur 
A du materiau avec hwm > 2A (avec 2A ~ 90 GHz pour l'aluminium et 2A ~ 660 GHz 
pour le niobium) ou des quasi-particules commencent a etre excitees. II faut cependant 
mettre les choses en perspectives. Plus tot a la section §2.5.4, on a montre dans le calcul 
des pertes ohmiques du resonateur dues a l'excitation de quasi-particules que le resonateur 
demeure un bon guide d'ondes malgre qu'il devienne resistif pour les frequences au-dela 
du gap supraconducteur, si bien que meme les modes a tres haute frequence demeurent 
pertinents dans le calcul dispersif alors qu'ils peuvent etre excites. 
Aussi, il faut savoir que, etant donne un qubit dans son etat excite, l'interaction 
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dispersive entre le qubit et le resonateur fait en sorte que la probability d'avoir un photon 
dans un mode m donne est d'environ P\(uJm) ~ (gm/Am)2, decroissant rapidement avec 
la frequence du mode. Pour des parametres typiques ou L0a/2n ~ 5 GHz et un couplage 
qubit-resonateur gi/2-n ~ 100 MHz en resonance, on aura P\ ~ 10-5 pour un mode situe 
200 GHz. La probability qu'une quasi-particule soit excitee est si faible qu'elle 
peut etre negligee en premiere approximation. 
II serait toutefois interessant de revisiter le role des quasi-particules dans le temps de 
decoherence des qubits supraconducteurs en incluant les contributions dispersives multi-
mode dans un modele theorique microscopique decrivant l'excitation de quasi-particules 
dans le dispositif a la maniere des travaux de Catelanni et al. [Mi, 07]. C'est dans l'ap-
proximation d'un impact negligeable des quasi-particules sur le temps de relaxation du 
qubit que se situent les resultats qui sont presentes dans ce chapitre. 
Dans cette section, je cherche a demontrer que le modele a un mode n'offre pas une 
description complete de la dynamique d'un qubit dans un resonateur et que le modele 
multimode decrit correctement l'architecture. Pour y arriver, je commence d'abord a 
quantifier l'erreur qui est faite en faisant cette approximation pour determiner son do-
maine de validite. Je confirme ensuite la validite de l'approche multimode alors que le 
taux Purcell prevu par le modele quantique multimode correspond precisement au re-
sultat du calcul d'impedance classique. Fort de cet accord quantitatif, je vais plus loin 
en utilisant le modele multimode pour faire des predictions sur la possibilite d'attenuer 
fortement remission spontanee d'un qubit dans le resonateur, ainsi que la possibilite 
d'atteindre un regime d'echange virtuel tres fort avec J/2tt ~ 100 MHz. 
Pour quantifier l'effets des harmoniques superieures, il faut d'abord revenir a la des­
cription a un mode du systeme. L'approximation a un seul mode, telle qu'habituellement 
utilisee comme a la Ref. [11], revient a restreindre la somme de l'hamiltonien de Rabi 
multimode Eq. (3.40) seulement au mode a proximite de la frequence des qubits, disons 
le fondamental m = 1 pour simplifies Ce faisant, on retrouve sans surprise la forme de 
Rabi avec deux qubits 
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H = hu)xa\ax  + ]T + hg[3)i{a\ - ax)a{y3\ 
j=1,2 
(3.66) 
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et celle de Jaynes-Cummings de l'Eq. (3.42) apres avoir fait l'approximation seculaire. 
Dans le regime dispersif, le systeme est alors decrit par l'hamiltonien dispersif typique 
Eq. (1.4) avec des quantites dispersives simples qui s'ecrivent, depuis les Eqs. (3.49),(3.54) 
et (3.63) pour le premier mode du resonateur uniquement, 
S" = 9 l(~k + ;k)> 
r,  9 l ] 9 ? ]  ( I  11 1 
2 E<1J A<a) S<2) 
= |  J2 \fla)\2 SwM-
a=e,s 
Comme il s'agit ici de tronquer la somme sur les harmoniques superieures du resona­
teur, une erreur systematique dans l'estimation de ces quantites dispersives est presente. 
Lors d'une comparaison avec l'experience, dans certains regimes de parametres du sys­
teme, des differences avec les quantites mesurees pourraient aussi etre observees. En ce 
sens, on se rappelle les problemes etayes au premier chapitre ou le modele a un mode 
ne permet pas de predire correctement le taux de relaxation Purcell [30], l'echange vir-
tuel [23] et le decalage de Lamb [2!)]. 
Avec l'approche multimode, on est en mesure de quantifier les erreurs systematiques 
dans l'approximation a un mode dans l'espoir d'apporter une meilleure prediction quan­
titative et une meilleure comprehension de l'influence des harmoniques superieures sur 
la dynamique du systeme. Contrairement a la situation precedente, il serait davantage 
justifie d'obtenir un hamiltonien de Rabi a un mode a partir de l'Eq. (3.51) en effec-
tuant une transformation dispersive sur les harmoniques superieures m > 1. Ce faisant, 
l'hamiltonien de Rabi a deux qubits avec un seul mode s'ecrit plutot 
H'd = hw\a\a\ + ^ + 5r alza) + J2 hg[ j )i(a\ - ai)o{y j )  + hJ'a^a^, (3.70) 
j=1,2 1 a=l,2 
En comparant cette forme avec l'hamiltonien de Rabi tronque a l'Eq. (3.66), on remarque 
immediatement que les harmoniques superieures affectent les qubits avec un decalage de 
(3.67) 
(3.68) 
(3.69) 
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Lamb S'r et un echange virtuel J' simplement donnes par 
(3.71) 
(3.72) 
En prenant la limite dispersive de l'hamiltonien a l'Eq. (3.70), on revient a l'hamiltonien 
dispersif multimode a l'Eq. (3.53) avec les definitions multmodes obtenues precedemment 
pour le decalage de Lamb 5r a l'Eq. (3.49), l'echange virtuel J a l'Eq. (3.54) et le taux 
Purcell 7k a l'Eq. (3.63). Pour 8r et J, les corrections multimodes s'additionnent aux 
quantites a un mode afin de donner Sr = S'r + 8" et J = J'+ J". On peut done directement 
quantifier l'erreur systematique encourue en negligeant les harmoniques superieures dans 
le calcul dispersif. On note finalement que parce que 7* est decrit par une somme sur 
les modes au carre, il n'est pas utile de definir un taux Purcell pour les harmoniques 
superieures alors qu'on perd la contribution due a l'interference avec le mode laisse de 
cote. 
On peut confirmer la validite de l'approche multimode pour la description de l'archi-
tecture a EDQ en circuit par une comparaison directe du taux Purcell avec un resultat 
classique de la theorie des circuits. En effet, le theoreme de fluctuation-dissipation stipule 
que le temps de relaxation correspond au temps de decharge de la capacite Cq du qubit 
couplee a une admittance arbitraire de l'environnement Y[u>] [•)•')]. En supposant que le 
qubit de charge est considere comme un oscillateur LC elementaire, on trouve 
II s'agit alors de calculer la transformation d'impedance qu'effectue le resonateur sur 
l'environnement tel que vue par le qubit [30], Le detail du calcul est effectue a l'Annexe 
E. En comparant les deux modeles, on en deduira la capacite du modele multimode a 
modeliser l'environnement electromagnetique affectant le qubit. 
Parametres physiques pour les calculs numeriques 
Les calculs numeriques presentes dans cette section sont bases sur un circuit compose 
de deux transmons dans un resonateur supraconducteur ayant essentiellement les memes 
caracteristiques que la realisation experimentale de la Ref. [2')]. Le resonateur de longueur 
7k = Cg/$R{Y[u;a]}. (3.73) 
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Figure 3.6: Corrections multimode au decalage de Lamb. Contribution du premier 
mode au decalage de Lamb 6" et correction des harmoniques superieures S'r au decalage de 
Lamb multimode Sr en fonction de la frequence coa a proximite de la premiere resonance du 
resonateur. Au-dela de |AI|/27T > 500 MHz, la correction multimode 6'. devient significative et 
meme de l'ordre de 6". 
21 = 9.4 mm a une d'impedance caracteristique Z° = 50 et des capacites de couplages 
a l'entree et a la sortie de Ce(0) = 6.75 fF. En absence de qubits, le premier mode 
du resonateur a comme frequence uji/2it = 6.44 GHz et un taux de relaxation total 
de K/27T = 1.53 MHz. Les deux transmons sont consideres identiques avec des energies 
capacitive et Josephson Ec/h = 230 MHz et Ej/h = 35 GHz et une taille de 2£q — 
300 [im. La capacite de couplage Cjj = 35 pF/m est determinee de sorte que l'interaction 
qubit-resonateur soit de g\/2ix = 130 MHz lorsque le qubit est en resonance (u>a = o>i) 
et positionne pres d'une extremite (xq ±£). Finalement, on traite les lignes d'entree et 
de sortie comme des bains ohmiques d'impedance Z[u)\ = 500. 
3.5.1 Corrections dispersives multimode 
Decalage de Lamb 
En premier, on analyse la contribution des harmoniques superieures au decalage de 
Lamb induit par le resonateur sur le qubit. A la Fig. 3.6, on compare la contribution du 
premier mode 6", a celle des harmoniques superieures 6'r et au decalage de Lamb total Sr 
en fonction de la frequence du qubit uja. Pour un decalage en frequence \oja — > 
500 MHz (|Ai| > 3<?i) entre le qubit et le resonateur, la contribution des harmoniques 
superieures est comparable a celle du premier mode. La correction est d'autant plus 
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Figure 3.7: Correction multimode a l'echange virtuel J .  Contribution du premier mode 
J" et des harmoniques superieures J' a l'interaction d'echange virtuel J total en fonction de 
la frequence des qubits en resonance uia. Le qubit 1 est situe en Xq1' = £/3 et le qubit 2 en 
Xg2' % t. Meme a proximite du premier mode, les contributions des harmoniques superieures 
sont nettement significatives et dominent le comportement de I'amplitude de J dans le systeme. 
importante lorsque ua > cuj alors que le qubit se rapproche en frequence de la deuxieme 
harmonique. Clairement, en aucun cas le calcul a un mode est adequat pour decrire le 
decalage de Lamb dans les circuits. 
L'interaction d'echange virtuel 
Comme l'echange virtuel est une quantite qui converge lentement, les harmoniques su­
perieures du resonateur y contribuent de maniere importante. Afin de simplifier l'analyse, 
on se restreint a la situation ou les deux qubits sont en resonance avec = uja. A 
la Fig. 3.7, on trace la contribution a un mode J", les corrections multimode J' et I'ampli­
tude totale J de l'echange virtuel en fonction de la frequence des qubits. Tel qu'attendu, 
la contribution des harmoniques superieures est importante, autant que celle du mode a 
proximite. On note a la Fig. 3.7 que l'echange virtuel peut devenir nul pour une certaine 
frequence, une consequence de la retroaction des conditions frontieres du resonateur qui 
sera discutee en details plus tard. Au meme titre que le decalage de Lamb, l'echange vir­
tuel est une quantite qui ne peut etre estimee qu'en incluant les harmoniques superieures 
du resonateur. 
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Calcul quantique, 1 mode £q.(3.69) 
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Figure 3.8: Corrections multimode au temps de relaxation Purcell. Comparaison du 
temps de relaxation Purcell 7"1 pour un qubit place a l'extremite d'un resonateur ayant des 
capacites de couplages symetriques a l'entree et a la sortie, tels que calcules par le modele 
d'admittance classique de l'Eq. (3.73) et le modele quantique utilisant un mode Eq. (3.69) et 
1000 modes Eq. (3.63). Alors que l'approximation a un mode sous-estime de maniere importante 
1'efFet Purcell, le modele multimode reproduit fidelement le resultat du formalisme d'admittance. 
A basse frequence, I'ecart relatif est cause par la modelisation du transmon comme un oscillateur 
harmonique ou comme un qubit de charge. 
L'effet Purcell 
On compare a la Fig. 3.8 le temps de relaxation Purcell 7"1 tel qu'obtenu par le calcul 
classique de l'admittance a l'Eq. (3.73) au calcul quantique a un mode a l'Eq. (3.69) et 
multimode a l'Eq. (3.63), en fonction de la frequence du qubit u>a, pour une position 
xq ~ £. Comme attendu, le calcul a un seul mode du resonateur sous-estime le temps 
Purcell par au moins un ordre de grandeur en-dega de la resonance, alors qu'il le surestime 
pratiquement d'autant au-dela de celle-ci. 
Le calcul multimode quant a lui correspond quantitativement au resultat provenant 
du calcul de l'admittance avec le raeme ensemble de parametres de circuit. L'accord 
entre les deux modeles est excellent sur essentiellement tout le domaine de frequence 
avec un ecart relatif de ~ 4%. On explique cet ecart par la simplification des capacites 
effectives des degres de libertes du circuit en faisant l'approximation p ~ Diag [C] ~ip pour 
obtenir l'hamiltonien H,s a l'Eq. (3.33). A mesure que u>a —> 0, la difference entre les 
calculs classique et quantique s'accentue et suit I'ecart entre l'amplitude des elements 
de matrice du dipole electrique du transmon (utilises pour le calcul quantique) et ceux 
d'un oscillateur harmonique (utilises pour le calcul classique). En effet, lorsque tua —» 0, 
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on trouve que noi —> 0 pour l'oscillateur harmonique tandis que n01 ->1/2 pour le 
transmon3. 
L'excellent accord entre les deux formulations de l'effet Purcell est une confirmation de 
la validite de Tapproche multimode pour modeliser correctement l'environnement electro-
magnetique dans I'architecture composee d'un resonateur et de plusieurs qubits. De plus, 
les calculs des quantites dispersives montrent clairement que les harmoniques superieures 
apportent des corrections importantes aux frequences des qubits et a leur interaction 
d'echange. On arrive a la conclusion que la forme de l'Eq. (3.70) pour l'hamiltonien de 
Rabi restreint est celle qui modelise adequatement la dynamique de deux qubits dans un 
resonateur, et non la forme tronquee a un seul mode a l'Eq. (3.66). 
En ne tenant pas compte de ces corrections multimodes, on fait une erreur syste-
matique dans l'estimation de la phase de l'etat quantique a chaque operation logique 
effectuee qui limite la fidelite du calcul. Dans la perspective d'utiliser un reseau com-
plexe de qubits et de resonateurs supraconducteurs comme ordinateur quantique et ou 
les couplages lumiere-matiere peuvent etre de plus en plus intenses, ces corrections sont 
appelees a jouer un role important dans l'avenir pour minimiser les erreurs de calculs. 
3.6 Effets de retroaction des miroirs sur les qubits 
En permettant de calculer precisement les quantites dispersives de l'hamiltonien du 
systeme, le modele multimode permet de mieux comprendre l'influence des fluctuations 
du vide du resonateur sur le qubit. En changeant a la fois la frequence et la position du 
ou des qubits, des effets de retroaction se produisent entre les qubits et les capacites de 
couplage aux ports d'entree et de sortie du resonateur, des effets qui affectent fortement 
les quantites dispersives. Entre autres, on voit qu'on peut inhiber completement l'echange 
virtuel entre les deux qubits et attenuer fortement remission spontanee d'un qubit dans 
le resonateur. 
* 
3.6.1 Emission spontanee devant un miroir 
Jusqu'a present, le processus d'emission spontanee d'un qubit dans un resonateur a ete 
aborde en ne considerant que la dynamique sur des temps longs. Ainsi, la probability de 
3. La limite basse frequence de l'element de matrice n0i —>1/2 n'est valide que pour un transmon 
compose d'un SQUID symetrique avec d=0 et avec une charge de grille ng = 1/2. 
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Figure 3.9: Retroaction d'un miroir sur un atome. a) Un atome excite place a une 
distance d d'un miroir relaxe vers son fondamental au taux 7 en emettant de la radiation a la 
frequence u>a — kv. Apres un temps d/v, l'onde emise atteint le miroir, est reflechie en direction 
de l'atome avec une phase supplementaire kd et interfere avec l'onde qui continue d'etre emise 
de l'atome. b) Si coa = 2ixv/4d, l'onde reflechie accumule une phase 2kd = n et interfere 
destructivement avec l'onde emise. Pour des temps t > 2d/v, les fluctuations du vide prennent 
la forme d'un mode stationnaire d'un interferometre de Fabry-Perot ou l'atome agit comme un 
miroir semi-reflechissant. Les fluctuations possedant un noeud a la position de l'atome, le taux 
de relaxation de l'atome change pour 7 = 0, ou k si le miroir est imparfait. Le schema represente 
la situation telle qu'elle se produit pour un qubit supraconducteur dans un resonateur. Pour un 
atome dans le vide devant un miroir, il y a un dephasage de n de l'onde reflechie et la condition 
d'interference devient plutot kd = n. 
retrouver le qubit dans son etat excite decroit de maniere exponentielle au taux moyen 
. L'implication de chaque harmonique du resonateur a la relaxation depuis le taux 
Purcell multimode a l'Eq. (3.63) laisse l'impression que le qubit « connait » son environ-
nement electromagnetique avant de relaxer et d'emettre un photon. La question de savoir 
comment un qubit « apprend » la presence du resonateur se pose done naturellement. 
II faut alors aborder le probleme autrement en regardant plutot la dynamique sur des 
periodes de temps tres courtes. Lorsque le qubit est place dans une ligne a transmission 
infinie, ce dernier relaxe vers son etat fondamental en emettant une onde plane se pro-
pageant a la vitesse de groupe v = l/VL°C° de part et d'autre de la ligne a la frequence 
uia. Apres un temps t, la probability que le qubit soit encore dans l'etat excite suit une 
decroissance exponentielle V\ (r) = e~Jt. Pendant ce laps de temps, le front de l'onde 
s'est deplace d'une distance tv et continuera a le faire sans relache vers l'infini. 
La situation est toute autre lorsque les conditions frontieres de la ligne a transmission 
sont changees [^3, \1]. On considere maintenant la situation ou le qubit est place a une 
distance x = d de l'extremite d'une ligne a transmission semi-infinie, un espace uni-
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dimensionnel avec une condition frontiere parfaitement reflechissante telle un miroir4 
place en x = 0 comme illustre a la Fig. 3.9. Apres un temps r = d/v I/7, l'onde 
emise par le qubit atteint l'extremite, est reflechie et interfere avec l'onde qui continue 
d'etre emise. Si le qubit est place a une distance commensurable avec la longueur d'onde 
A = 2nv)oja du signal emis, c'est-a-dire si d = m\/4 avec m € N, l'onde reflechie accumule 
une phase de 0 = mix en x = d par rapport a l'onde emise. Par interference constructive 
ou destructive, une onde stationnaire entre le qubit et le miroir s'installe. Le qubit agit 
alors essentiellement comme un miroir semi-reflechissant, formant un interferometre de 
Fabry-Perot. 
Le miroir de la ligne a transmission procure une retroaction sur le qubit en changeant 
l'amplitude des fluctuations du vide agissant a son endroit. De ce fait, il altere le processus 
de relaxation du qubit vers un taux effectif 7 pour les temps t > 2r. Lorsque m est pair, 
l'onde emise et l'onde reflechie sont en phase pour x > d et s'additionnent de maniere 
constructive. Le qubit etant place a un ventre du mode stationnaire, la relaxation est 
amplifiee par un effet d'emission stimulee et 7 > 7. Par contre si m est impair, l'onde 
emise et l'onde reflechie sont en anti-phase et interferent de maniere destructive pour 
x > d. La relaxation n'est plus permise dans la ligne alors que l'interaction entre le qubit 
et son environnement dissipatif en x > d est fortement inhibee produisant 7 = 0. Dans 
la situation ou le miroir de la ligne serait imparfait, le taux d'emission spontanee serait 
alors limite par la transmission de ce dernier. 
De cette fagon, il y a done un delai t = 2r avant que le qubit soit affecte par l'ex­
tremite de la ligne a transmission et « connaisse » son environnement. Dans les circuits 
supraconducteurs, ou v ~ c/2 et d ~ 1 cm avec c la vitesse de la lumiere dans le vide, 
on trouve 2r ~ 0.067 ns. Ce delai est tres court en comparaison au taux de relaxation 
I/7 » 100 ns typiquement retrouve pour les qubits supraconducteurs. La retroaction 
des conditions frontieres de l'environnement sur le qubit se fait done de maniere quasi-
instantanee. Pour les echelles de temps t 2> r, la dynamique de relaxation du qubit est 
une exponentielle decroissante suivant le taux de relaxation effectif V\ (t) « e~7t [>> !]. 
C'est ainsi que le qubit semble « connaitre » son environnement electromagnetique a 
priori et que la formulation quantique multimode du taux Purcell a l'Eq. (3.63) decrit 
4. En passant d'un milieu a impedance faible vers le vide (a impedance elevee), la reflexion l'extremite 
d'une ligne a transmission (ou d'un resonateur) est dite molle et l'onde reflechie est identique a l'onde 
incidente. Pour un miroir place dans le vide, les milieux de propagations sont inverses de sorte que la 
reflexion implique un dephasage de 7r de l'onde reflechie par rapport a l'onde incidente. L'analogie entre 
l'extremite de la ligne a transmission et un miroir doit done etre prise au sens large. 
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adequatement le processus d'ernission spontanee dans un resonateur. 
Cet effet de retroaction d'un miroir sur un atome a ete mesure experiment alement en 
laboratoire. En deplagant un miroir mobile devant un atome dans un piege a ions [S"),S(i], 
le groupe de Rainer Blatt de l'Universite de Innsbruck a detecte une modulation de l'in-
tensite de la lumiere emise par l'atome en fonction de la position du miroir. Ces resultats 
sont coherents avec la theorie qui implique un changement de l'amplitude des fluctuations 
du vide sur le qubit et montrent que le systeme miroir-atome est un interferometre de 
Fabry-Perot. 
Par une forte suppression de la relaxation de l'atome dans le vide, ces auteurs sug-
gerent d'utiliser le montage miroir-atome comme memoire avec un long temps de vie pour 
du calcul quantique. L'efficacite du montage est toutefois limitee par la qualite des len-
tilles utilises pour collecter et focaliser le rayonnement de l'atome. Dans ces experiences, 
seulement ~ 1% du rayonnement emis revient sur l'atome via le miroir. La limite supe-
rieure du montage de 50% ne peut cependant etre atteinte qu'avec une lentille parfaite 
couvrant la moitie de Tangle solide de l'atome. 
3.6.2 Qubits supraconducteurs comme memoire quantique 
Avec les circuits supraconducteurs, l'environnement electromagnetique est restreint 
a une seule dimension le long d'une ligne a transmission et oil des capacites placees en 
serie jouent le role de miroirs semi-transparents. Alors que la moitie du signal emis par 
le qubit dans la ligne se propage en direction du miroir, la geometrie ID fait en sorte 
que l'atome artificiel capte 100% du signal qui se propage dans la ligne, si les processus 
de dephasage et de relaxation vers d'autres degres de liberte sont negliges. Les circuits 
supraconducteurs semblent done constituer une architecture ideale pour observer les effets 
de retroaction des miroirs. 
Dans cette section, je demontre que le modele dispersif multimode contient les effets 
de retroaction des miroirs du resonateur sur les qubits et que les qubits supraconducteurs 
peuvent etre utilises comme memoire quantique avec un long temps de decoherence. 
J'ai mentionne plus tot que pour les longues echelles de temps, revolution de la 
probability d'occupation de l'etat excite du qubit suit une exponentielle decroissante au 
taux effectif 7 sous l'effet de la retroaction d'un miroir. Dans un resonateur revolution 
du qubit se fait sous l'influence des ports a l'entree et a la sortie et sera dictee par l'effet 
Purcell 7k a l'Eq. (3.63). Puisque la formulation multimode de 7K contient tout le detail 
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Figure 3.10: Suppression de l'emission spontanee. a) Temps de relaxation Purcell 7"1 en 
fonction de la position et de la frequence d'un transmon dans un resonateur avec des courbes a 
position constantes en b). Les parametres du systemes sont decrits dans le texte avec cependant 
des capacites de couplages a l'entree et a la sortie asymetriques Ce = Cs/10 = 2 fF. En plagant 
le qubit en resonance avec un mode stationnaire du systeme qubit-miroir de gauche en u*, le 
qubit est isole de l'influence du bruit exterieur. 
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des conditions de frontieres et la geometrie du circuit, les efFets de retroaction des miroirs 
devraient alors engendrer une forte modulation de l'amplitude de ~<K en fonction de la 
frequence, devenant fortement inhibee a la condition d'interference destructive citee plus 
haut. 
Afin de mieux discerner la contribution de chaque port au taux de relaxation total 7*, 
on considere ici un resonateur avec une forte asymetrie dans les capacites de couplages 
entre 1'entree (Ce) et la sortie (Cs) avec Ce = Cs/10 = 2 fF. L'emission spontanee est 
favorisee vers la sortie par un rapport (Cs/Ce)2 = 100. A la Fig. 3.10a), on trace le 
temps de relaxation Purcell 7"1 en fonction de la frequence oja et de la position xq du 
qubit le long du resonateur. Sur pratiquement tout le domaine de parametres, le temps 
de relaxation correspond a ce qui est attendu pour un qubit place dans un resonateur 
avec un fort taux de relaxation. Toutefois, pour certaines valeurs de la position et de 
la frequence du qubit, une augmentation prononcee du temps de relaxation est observee 
sur une etroite bande de frequences. La position du maximum de 7"' suit la condition 
de resonance UA = V2TT/(4d), ou d = xq + I est la distance entre le port d'entree et le 
qubit. A cette valeur de ua, le qubit entre en resonance avec la condition d'interference 
destructive ou le champ emis dans le resonateur possede un noeud en xq. C'est ainsi que 
l'emission spontanee vers le port de sortie peut etre nulle, le temps de relaxation du qubit 
s'en trouvant fortement augmente. Comme des pertes radiatives dues au port d'entree 
ont tout de meme lieu, celles-ci limitent l'amplitude maximale du temps de relaxation a 
l/7« ~ 1/7K- Tel qu'illustre a la Fig. 3.10b), la forte asymetrie des capacites a 1'entree et 
a la sortie fait en sorte qu'un gain d'un facteur 100 dans le temps de relaxation du qubit 
est realise. 
Comme je l'ai mentionne plus tot avec les resultats de J presentes a la Fig. 3.7, 
l'emission spontanee n'est pas le seul processus qui est influence par la retroaction des 
miroirs sur le qubit alors que l'echange virtuel de deux qubit dans un resonateur peut 
se retrouve completement inhibe. En effet, a la Fig. 3.11a) je trace l'amplitude de l'in-
teraction virtuelle J d'un qubit place en xSq2> = f'/3, en fonction de la frequence des 
qubits u= uj^2> = uja et de la position d'un second qubit. Comme on peut le 
voir, l'interaction J devient nulle lorsque la frequence des qubits est u* = v2ir/(4d) avec 
d = xq + £, resonante avec le mode stationnaire entre le port d'entree et le qubit place le 
plus pres en xq. Sous la meme condition d'interference destructive que pour l'effet Purcell, 
l'echange virtuel peut etre module in situ sur plusieurs ordres de grandeur, depuis une 
valeur theorique nulle vers quelques MHz, simplement en ajustant la frequence commune 
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Figure 3.11: Regimes de l'interaction d'echange virtuel J .  a) Amplitude de |J| en 
fonction de la frequence des qubits uja et de la position du qubit 1, Xq \ lorsque que qubit 2 est 
place en = 2C/3. L'echange virtuel devient nul lorsque la condition de resonance avec le mode 
s t a t i o n n a i r e  e n t r e  l e  q u b i t  d e  g a u c h e  e t  l e  p o r t  d e  g a u c h e  e s t  r e s p e c t e e  u i *  =  V 2 T T / { A { x q  +  £ ) ) .  
En b) et en c),  l 'echange J atteint des valeurs tres grandes comparables a J ~ {g^g^)1^2 
alors que les qubits sont places au meme endroit dans le resonateur. Le resonateur procure un 
couplage capacitif direct entre les deux qubits suivant Jdirect de l'Eq. (3.74). 
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des qubits. Alors que l'amplitude de J determine la vitesse des portes logiques a deux 
qubits [79], la possibility d'ajuster J sur demande peut s'averer utile pour le calcul. Fi-
nalement, bien que l'extinction complete de l'echange virtuel J = 0 ne se produise que 
lorsque = uj^2\ l'echange virtuel est toutefois largement attenue (J/2ir < 1 MHz) si 
cjW est loin de la resonance avec le resonateur. 
Ainsi, non seulement le qubit dans un resonateur peut-il etre isole du bruit de l'en-
vironnement exterieur, mais egalement de toutes les autres sources agissant a travers 
le resonateur. On pourrait alors utiliser la retroaction des miroirs du resonateur pour 
concevoir une memoire quantique avec des qubits supraconducteurs. Cette methode pour 
isoler un qubit du bruit se compare avantageusement a une autre approche plus directe 
en plagant un filtre coupe-bande apres le port de sortie, en serie avec le resonateur [^7], 
L'avantage de ce « filtre Purcel » est que le gain en temps de decoherence ne depend que 
du facteur de qualite du filtre. Par contre, ce filtre est un element de circuit additionnel 
sur la puce qui prend beaucoup d'espace et qui n'apporte aucune protection pour le bruit 
provenant d'autres sources a l'interieur du resonateur. 
3.6.3 Regime de couplage qubit-qubit tres fort 
Dans le comportement de l'echange virtuel en fonction de la position et de la frequence 
des qubits, on apergoit a la Fig. 3.11a) que l'echange virtuel entre deux qubits peut devenir 
anormalement eleve lorsque ceux-ci sont situes l'un face a I'autre dans le resonateur. D'une 
amplitude de l'ordre J ~ \Jg^g^2\ l'interaction qubit-qubit atteint des valeurs de plus 
de J I'll: ~ 100 MHz avec les memes parametres realistes qu'auparavant. Comme on le 
constate aux Figs. 3.11b) et c), c'est de 10 a 100 fois superieur aux valeurs typiquement 
retrouves pour ce couplage dispersif qui se comporte comme J ~ g[l>g\2^/A\ et de l'ordre 
de J/27T ~ 1 — 10 MHz. 
Lorsque les qubits se font face, tous les termes de la serie de J a l'Eq. (3.54) ont le 
meme signe et les modes du resonateur interferent de maniere constructive pour donner 
une grande valeur a J. Tel qu'illustre a la Fig. 3.11b), cet effet est tres sensible a la 
position relative des deux qubits et n'est maximal que lorsque les deux qubits sont situes 
exactement l'un face a I'autre. Pour des frequences coa <C u!i, on remarque que le couplage 
J depend lineairement de la frequence u>a, ce qui suggere que J provient d'un couplage 
capacitif direct et non d'une interaction dispersive. 
En fait, en plagant les qubits partiellement l'un en face de I'autre le long de l'electrode 
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Figure 3.12: Couplage fort entre deux qubits par un resonateur. a) En chevauchant 
deux qubits sur une longueur £* le long de l'electrode centrale du resonateur, celle-ci agit comme 
une capacite qui medit I'echange directement entre les deux qubits pour les frequences loin des 
resonances du resonateur. b) Une capacite effective couple directement les deux qubits, resultant 
des capacites locales de couplage au resonateur en serie avec la capacite de ce dernier. 
centrale du resonateur comme a la Fig. 3.12a), l'electrode centrale du resonateur se trouve 
maintenant a jouer le role d'une capacite Ceff de couplage entre les deux qubits sur la 
region de recouvrement de longueur £*, tel qu'illustre a la Fig. 3.12b). En plus de I'echange 
virtuel, le resonateur induit une interaction dipolaire electrique directe entre les deux 
qubits //direct = ^JdirecA^l/^y2' d'amplitude de couplage 
^direct 
(1)^(2) 4e2 Ceff 
- h c(l)c(2)n01™01> (3.74) 
oil la capacite effective Ceff resultante entre les qubits est donnee par 
12 11 
Off ~ + cf> + cfj' (3.75) 
avec C*R = £*C°R et C*(l' = Cette interaction directe qubit-qubit via le resonateur 
augmente avec £* sans necessairement affecter l'interaction virtuelle dispersive. Comme on 
peut le constater a la Fig. 3.11c), le couplage Jdirect reproduit fidelement le comportement 
du couplage qubit-qubit J loin des resonances. 
Lorsque les deux qubits sont eloignes dans le resonateur, le ratio de I'echange virtuel 
J par rapport au couplage qubit-resonateur g$ est controlee par le decalage en frequence 
des qubits avec le resonateur et est limite a J/g^ ~ 0.01 — 0.1 dans le regime dispersif. 
Lorsque face a face, l'amplitude de J est controlee en ajustant la longueur t de recou-
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vrement de sorte que le ratio s'exprime dorenavant J/g$ ~ 2lqji* ~ 0.1 — 1, permettant 
d'atteindre le regime de couplage qubit-qubit tres fort ou J » k. Dans ce nouveau regime 
d'echange, les portes logiques a deux qubits pourraient etre beaucoup plus rapides et de 
l'ordre 1 jj ~ 1 ns, soit dix fois plus rapides que l'etat de l'art actuel [2(>, 27], et aussi 
rapide que les portes logiques a un qubit [ss], 
3.7 Le mode slotline comme mecanisme de perte 
En pratique, plusieurs processus contribuent aux taux de relaxation total 7 du qubit. 
La suppression de remission spontanee d'un qubit supraconducteur dans un resonateur 
ne survient que si les pertes radiatives du resonateur dominent face aux autres sources de 
decoherence. Or, les principales sources limitant la decoherence dans les circuits supracon-
ducteurs sont encore aujourd'hui meconnues et font l'objet d'etudes intenses [(>(>,(>S,70,71]. 
Un des meeanismes avances est la presence de defauts microscopiques charges causant 
des pertes dielectriques. Cette hypothese est basee sur une dependance apparente en 1/w 
des valeurs de T\ des transmons dans un resonateur pour des frequences 00a <C ui\ [30,71]. 
Generalement largement superieures aux pertes dielectriques du substrat, ces defauts 
seraient majoritairement a la surface et crees lors de la fabrication du circuit. 
Autre que les meeanismes microscopiques, une des possibilites encore largement inex-
ploree est le couplage a d'autres modes d'oscillation parasites dans le circuit. En debut de 
chapitre, j'ai demontre la possibility d'avoir la presence d'un mode d'oscillation du champ 
entre les deux plans de masses du circuit, le mode slotline, qui se couple au transmon. 
Dans ce qui suit, j'etudie plus en details ce mecanisme de relaxation et demontre qu'il 
peut jouer un role dominant dans la relaxation de transmons. 
Tout comme les lignes a transmission a l'entree et a la sortie, on considere les plans 
de masse comme semi-infinis et on les traite comme un environnement dissipatif avec une 
dynamique interne tres rapide. A la maniere de Caldeirra-Leggett, ceux-ci peuvent etre 
consideres comme un bain d'oscillateurs harmoniques a l'equilibre thermique. Depuis la 
formulation lagrangienne de l'architecture a l'Eq. (3.11) et de la matrice des capacites 
a l'Eq. (3.17) qui en resulte, on sait que le champ electrique des plans de masse se 
couple au dipole electrique du qubit si les capacites de couplages aux plans de masse 
sont asymetriques avec CSL,- 7^ 0 a l'Eq. (3.21). Dans cette situation, il existe un terme 
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Figure 3.13: Effet du mode slotline sur le temps T\ d'un qubit. Pour un transmon 
couple de maniere asymetrique aux plans de masses, le qubit dans un resonateur subit des pertes 
radiatives en lo~2 en plus de l'effet Purcell. Un modele de pertes dielectriques additionnelles 
oc uj~x reproduit qualitativement le meme comportement sur plusieurs gigahertz. Pour ce calcul, 
CSL,- = 0.7CR_, ZMM = 1 fi pour les pertes radiatives et un facteur de qualite dielectrique 
Qd = 6 x 104 pour les pertes dielectriques. 
interaction dipolaire electrique entre le mode slotline et le qubit de la forme 
= Y. (3-76) 
ou on rappelle que l'operateur de charge du bain s'ecrit qv  = i^hjjuCu /2{al — a„). Ainsi, 
les oscillations des plans de masse provoquent une relaxation radiative du qubit au taux 
2 
SyvM (3.77) 
ou u) = 2hu(n(u)) + 1)3? {ZM[W]}. Idealement, l'impedance des plans de masses 
ZMM devrait etre nulle pour toutes les frequences mais, en pratique, ce n'est jamais le 
cas. 
Si on analyse la capacite de couplage au mode slotline de l'Eq. (3.21), on a 
CSL,- = 2£q (C°2 - C?3 + C°5 - C°5) . (3.78) 
Dans une conception de circuit comme celui de la Fig. 3.3, CSL,- est dominee par la capa­
cite entre l'electrode la plus pres d'un des plans de masse CSL,- ~ C12 — C13, soit essentiel-
7sl(w0) 
4e2 
J? 
CsL,-
CN 
( 0 | n | 1) 
100 
A 
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lement du meme ordre que celle entre le resonateur et le qubit, C'R,_ = 2£q (C34 — 
Par consequent, le qubit peut etre extremement sensible au bruit provenant des plans de 
masses et il est done primordial d'avoir 9?{ZM[w]} ~ 0. 
II est cependant fort difficile de discriminer une source de decoherence d'une autre 
alors que seul le temps de relaxation total 1/7 est accessible. Pour illustrer ce fait, a 
la Fig. 3.13 on compare le temps de relaxation total d'un transmon dans un resonateur 
soumis a deux sources differentes de pertes. Pour la premiere situation, on considere 
la presence de pertes radiatives dues au mode slotline suivant l'Eq. (3.77), avec une 
capacite de couplage CSL,- = 0.7CRTR choisie de sorte a representer adequatement la 
conception du circuit represents a la Fig. 3.3. La courbe rouge depeint la valeur de 
7\ = 7_1 en considerant ces pertes combinees a l'effet Purcell 7 = jK + 7SL, avec une 
faible resistance Zm[w] = 1 0. Avec un comportement en l/u>„, le couplage aux plans de 
masse diminue drastiquement le temps de relaxation a des valeurs de 1 — 5 /is sous la 
resonance. En d'autres termes, pour un qubit avec oja/= 5 GHz, on trouve un grand 
taux de relaxation 7sl/27t = 0.1 MHz par Ohm de resistance environnementale. Dans la 
deuxieme situation, ce sont plutot des pertes dielectriques 70 qui sont ajoutees a l'effet 
Purcell avec 7 = 7* + 70, oil 70 = loa/Qr> est dictee par le facteur de qualite dielectrique 
Qd (voir § 2.5.1). Comme on peut le constater a la Fig. 3.13, les pertes dielectriques 
(courbe bleue) et les pertes radiatives (courbe rouge) peuvent reproduire sensiblement 
les memes valeurs de T\ pour une large gamme de frequences. Dans le cas illustre ici, 
cette situation se produit en choisissant Qd = 6 X 104, une valeur comparable a celle 
extraite des mesures experiment ales du temps de relaxation de transmons en resonateur 
sur plusieurs echantillons differents suivant la meme conception [;>U], 
Malgre que le comportement en frequence de T\ soit en lo~2 pour les pertes radiatives 
et en a;-1 pour les pertes dielectriques, les deux contributions ne different que tres loin de 
la resonance uja <C ou l'effet Purcell est negligeable. Dans un contexte experimental ou 
la dispersion des mesures de T\ atteint ~ 25 — 50% et restreintes a seulement ~ 3 GHz 
sous u>i [30, 71, S7], les deux modeles de pertes sont pratiquement confondus. Ainsi, ce 
mecanisme deviendra un facteur limitant du temps de relaxation au fur et a mesure que 
les autres sources de decoherence seront corrigees. 
Deux strategies de conceptions peuvent etre utilisees pour s'affranchir du couplage 
au mode des plans de masse. La premiere consiste a relier les deux plans de masse 
ensemble par plusieurs fils metalliques le long de la puce de sorte a minimiser l'impedance 
ZM[W] —> 0. La seconde revient a equilibrer le reseau de capacites du transmon aux plans 
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de masse en changeant la geometrie des electrodes afin que CSL,- —•• 0. Dans ses travaux 
de these de doctorat [77], Blake Johnson a realise plusieurs conceptions de transmon en 
resonateur qui utilisaient ces deux strategies pour eliminer les effets du mode slotline. 
Malgre ces efforts, aucune amelioration du temps de relaxation ne fut observee, ce qui 
suggere la presence d'autres processus de relaxation dominants. L'une des hypotheses 
soulevee est le couplage a la ligne de controle du qubit5. 
On note, en terminant, que ce mecanisme de decoherence n'est pas unique a l'imple-
mentation en circuit et pourrait egalement se retrouver dans les cavites tri-dimensionnelles, 
a l ' interieur de laquelle on place un transmon [09]. De maniere analogue au mode slotline, 
il peut y avoir une oscillation de la difference de potentiel entre les deux moities de la ca­
vite si la resistance de contact (l'analogue de ZMM) entre les deux moities est non-nulle. 
En reference a la terminologie utilisee en circuit, on appelle ici ce mode split-cavity pour 
les cavites micro-ondes. En fait, ce mecanisme pourrait etre a l'origine du facteur de qua-
lite anormalement faible de cavites micro-ondes ou la jonction des deux moities est selon 
l'axe longitudinal6. Egalement, il pourrait etre responsable du comportement surprenant 
de T\ du transmon recemment observe en fonction de la distance de I'electrode centrale 
du cable coaxial d'entree/sortie de signal branche a la cavite [89]. Le taux de relaxation 
des photons dans la cavite est determine par le couplage capacitif de la ligne d'entree a 
la cavite et est ici fixe par la longueur de I'electrode centrale du cable a l'interieur de la 
cavite. En retirant I'electrode de la cavite, une diminution de k est observee comme at-
tendu, et sature vers la valeur dues aux pertes intrinseques lorsque I'electrode se retrouve 
a l'exterieure de celle-ci. Parallelement, une augmentation de T\ du transmon est observee 
avec le retrait de I'electrode, mais diminue ensuite lorsque I'electrode est a l'exterieure 
de la cavite et s'en eloigne. Une explication de ce phenomene est que I'electrode centrale 
se couple davantage au mode split-cavity et y ajoute du bruit supplement aire au fur et a 
mesure qu'elle est retiree de l'enceinte de la cavite, causant la diminution marquee de T\. 
3.8 Conclusion de chapitre 
Dans ce chapitre, j'ai analyse le circuit d'un transmon dans un resonateur par une 
nouvelle description a modes multiples en tenant en compte la geometrie du circuit et 
les conditions frontieres. Apres avoir determine l'hamiltonien de Rabi multimode du sys-
5. Conversation privee avec Blake Johnson. 
6. Conversation privee avec Yasunobu Nakamura. 
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teme, j'ai obtenu l'hamiltonien dispersif et les series algebriques du decalage de Lamb, 
de l'effet Purcell et de l'echange virtuel. Tout comme dans les systemes atomiques, la 
taille finie du qubit agit comme frequence de coupure pour l'interaction lumiere-matiere, 
permettant aux quantites dispersives de converger et d'etre calculees precisement. Ce-
pendant, contrairement au cas atomique, j'ai demontre que la taille finie du qubit est 
justifiee dans les circuits alors qu'elle permet d'obtenir le comportement en frequence 
prevu par la theorie des circuits. La validite du modele multimode est confirmee alors 
que la formulation quantique du taux de relaxation Purcell correspond quantitativement 
au taux obtenu par le theoreme de fluctuation-dissipation et de l'impedance generalisee. 
A partir des quantites dispersives multimodes, je demontre que les corrections appor-
tees par les harmoniques superieures du resonateur sont importantes. Avec une simple 
optimisation de la geometrie du circuit, on peut exploiter un nouvel effet de retroaction 
des frontieres du resonateur pour isoler un qubit de son environnement et ainsi creer 
une memoire quantique avec un long temps de coherence. Aussi, je montre que l'echange 
virtuel entre deux qubits avec le resonateur peut etre transforme en echange direct d'am-
plitude de 10 a 100 fois superieure en plagant les qubits face-a-face dans le resonateur. 
Finalement, j'emets l'hypothese qu'un mecanisme important de la relaxation des trans-
mons serait le couplage a un mode d'oscillation indesirable des plans de masse cause par 
1'asymetrie de la conception et une impedance finie a la masse. Ce genre de mecanisme 
aurait egalement un analogue dans les cavites micro-ondes tridimensionnelles. 
Ces nouveaux resultats ont des implications directes et importantes dans l'utilisation 
de circuits supraconducteurs pour du calcul quantique. Premierement, la description ha-
miltonienne multimode plus precise permet d'ameliorer la fidelite des portes logiques en 
minimisant les erreurs d'estimation de la phase des etats quantiques. Deuxiemement, les 
algorithmes quantiques peuvent etre executes plus rapidement avec une plus grande fide-
lite en exploitant un couplage qubit-qubit tres fort et en utilisant un ou plusieurs qubits 
comme memoire quantique. 
Dans le contexte ou l'architecture est appelee a etre composee de plusieurs qubits et 
resonateurs avec des couplages lumiere-matiere plus importants, le nouveau formalisme 
multimode presente ici devient alors un outil essentiel pour la description du systeme. Bien 
adapte pour les circuits fortement non lineaires, j'utilise ce formalisme dans le prochain 
chapitre pour decrire un autre circuit supraconducteur fort important : le resonateur non 
lineaire. 
4 
Resonateurs non lineaires quantiques 
L'integration de jonctions Josephson a l'interieur de resonateurs supraconducteurs 
permet de construire un milieu actif dans le domaine micro-onde ou des interactions 
photon-photon ont lieu. Comme il a ete discute dans l'introduction, il s'agit d'un element 
de base pour la conception d'amplificateurs et de convertisseurs de frequences operants 
a la limite quantique. Bien que de fortes non-linearites soient souhaitees pour l'explora-
tion de nouveaux phenomenes d'optiques quantiques et la generation d'etats quantiques 
de lumiere, ces regimes demeurent tres peu etudies, autant du point de vue theorique 
qu'experimental. 
Dans ce chapitre, je souhaite explorer les differents regimes de non-linearite des re­
sonateurs ayant une jonction Josephson integree et si le regime de couplage ultrafort 
avec des transmons peut etre atteint avec cette configuration. S'appuyant sur la methode 
d'analyse de circuits distribues du chapitre §2, j'obtiens l'hamiltonien complet non li-
neaire du circuit. Je montre comment les termes de celui-ci dependent des parametres 
electriques du dispositif, permettant une optimisation et un ajustement fin de l'hamil­
tonien du systeme a l'etape de la conception. Entre autres, je demontre que ce circuit 
peut etre utilise pour la generation rapide d'etats quantiques de lumiere et pour le cal-
cul quantique en utilisant la base des etats de Fock du resonateur. A la lumiere de ces 
resultats, je revisite la question du couplage maximal possible entre un resonateur et un 
transmon telle que posee par Devoret et al. [10]. 
Le travail presente dans ce chapitre a ete effectue en collaboration avec Felix Beaudoin 
et Jay M. Gambetta et a ete publie dans la revue Physical Review A [<)()]. 
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Figure 4.1: Approche perturbative d'un circuit non lineaire. Un circuit LC en par allele 
avec une jonction Josephson peut etre representee de maniere equivalente par un LC, dont 
les parametres sont renormalises par la capacite Cj et I'inductance lineaire Lj de la jonction 
Josephson, en parallele avec un element de circuit purement non lineaire represente par le 
symbole d'araignee. 
4.1 Hamiltonien du resonateur non lineaire 
Dans cette section, je donne une methode generale pour trouver l'hamiltonien d'un 
circuit lineaire avec la presence d'une non-linearite. En particulier, j'applique la methode 
pour une jonction Josephson integree dans un resonateur coplanaire. L'approche generale 
peut etre resumee simplement avec des elements de circuits elementaires. Considerons par 
exemple une jonction Josephson d'energie Ej en parallele avec un oscillateur LC comme 
a la Fig. 4.1. L'hamiltonien de ce circuit est donne par 
2C' 2L 
Ej cos "27r 
$0* (4.1) 
ou C' = C + Cj avec Cj la capacite de la jonction. Ici, (5 est la difference de flux a travers 
la jonction et q est la charge conjuguee accumulee sur le condensateur. On peut ensuite 
faire le developpement en serie de Taylor du cosinus de sorte a donner 
H - ~2Q> + 2l7 + ^NLW' (4.2) 
avec 1/L' = (1/L + 1/Lj) et ou 1/Lj = (27T/$0)2£'J est I'inductance Josephson lineaire. 
Dans cette formulation, ?7Nl(0) = — l)8+1(27r5/$0)27(2i)! represente le potentiel 
Josephson non lineaire qui exclut la partie quadratique oc <52. Ainsi, l'Eq. (4.2) est l'ha­
miltonien d'un oscillateur LC dont les parametres L' et C' sont renormalises par la pre­
sence de la jonction Josephson et place en parallele a un element de circuit purement 
non lineaire. Lorsqu'exprime en termes des operateurs d'echelle a* et a de Toscillateur, 
l'element non lineaire va contenir des termes de la forme (a^a)2 de type Kerr dont les 
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coefficients peuvent etre calcules explicitement. On note que les termes non lineaires 
provenant du potentiel Josephson peuvent etre traites a l'ordre voulu comme une pertur­
bation sur l'hamiltonien du circuit lineaire. En principe, cette approche peut etre utilisee 
pour toute configuration de circuit et pour toutes les valeurs des parametres. 
J'applique cette procedure pour un resonateur coplanaire supraconducteur dans le-
quel une jonction Josephson est introduite dans l'electrode centrale. Contrairement au 
transmon ou la jonction Josephson est placee en parallele avec deux sections de resona­
teur, l'approche perturbative est necessaire dans ce cas-ci alors que la jonction perturbe 
les conditions aux frontieres du resonateur a son endroit, ou en d'autres termes, l'inva-
riance sous translation du resonateur est brisee par l'insertion de la jonction Josephson. 
Ce faisant, la base triviale des modes normaux ne peut representer adequatement le cir­
cuit, d'ou la necessite de considerer la jonction Josephson comme une perturbation sur 
les modes du resonateur. 
Je commence tout d'abord par determiner l'hamiltonien du circuit consistant en un 
resonateur ayant une jonction Josephson integree a meme l'electrode centrale. A la ma-
niere de la section §2.4.2 pour les resonateur non homogenes, on trouve la base des modes 
normaux d'oscillation du circuit dans la limite lineaire de l'inductance Josephson. Apres 
diagonalisation de la partie quadratique de l'hamiltonien, je traite le potentiel Josephson 
non lineaire comme une perturbation sur le circuit lineaire. La methode presentee ici fait 
suite aux travaux de Wallquist et al. [•"> 1 ] determinant le premier mode d'oscillation du 
circuit dans la limite faiblement non lineaire. 
4.1.1 Lagrangien du circuit 
Le circuit que je considere est represents a la Fig. 4.2. Le resonateur, de longueur 
totale 2£, est couple de maniere capacitive a des ports d'entree/sortie par les capacites 
Ce et Cs, respectivement. A la position xj arbitraire, l'electrode centrale du resonateur 
est interrompue par une jonction Josephson. Les sections situees a la gauche (// = g) et a 
la droite (fi = d) de la jonction sont considerees homogenes et non identiques pour fin de 
generalite. C'est-a-dire que la capacite C° et l'inductance L" par unite de longueur a la 
gauche (p = g) et a la droite {p. = d) de la jonction, ainsi que l'impedance caracteristique 
Z° = (L°/C°)1 / / 2  et la vitesse de groupe = (L"C°)~1 , / 2  correspondantes ne sont pas a 
priori les memes. 
Suite a ce qu'il a ete discute pour les resonateurs avec ports d'entree/sortie a la 
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Figure 4.2: Schema de circuit d'un resonateur non lineaire. Representation discrete 
d'un resonateur avec jonction Josephson integree dans I'electrode centrale en position xj. De 
maniere generate, le resonateur a des caracteristiques electriques differentes de part et d'autre 
de la jonction. 
section §(2.4), le lagrangien total du circuit est donne par l'Eq. (2.80) a laquelle on 
ajoute les termes du circuit Josephson, soit 
L — Lr -j- Z/e -(- Z/s ~i~ Lr,s £*3 • (4.3) 
En utilisant une description continue par partie du champ ip(x,t),  de la capacite C°(x) 
et de l'inductance L°(x), le lagrangien de la ligne Lr peut s'ecrire simplement comme 
l'integrale d'une densite lagrangienne comme pour une ligne non homogene continue, soit 
/: "C°(x) 4>2{x,t) - 2L°{x) (dx ip(x,t)f  dx. (4.4) 
La jonction Josephson est modelisee par une capacite Cj et une energie Josephson Ej. 
En pratique, Cj est une tres faible perturbation sur la capacite totale du resonateur, 
mais la negliger reviendrait a laisser tomber les oscillations plasma de la jonction. La 
contribution Josephson au lagrangien du circuit est done 
6 + Ej cos 2tc (4.5) 
ou la difference de flux a travers la jonction S est fixee par la difference en amplitude du 
champ de part et d'autre selon 5 — ip(xt) ~ La presente methode s'applique a 
tout circuit non lineaire integre et la jonction peut etre remplacee par un SQUID ou un 
lien faible avec un minimum de modifications a la theorie. 
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Je rappelle que, pour un SQUID, on utilise plutot un potentiel Josephson donne par 
U(S; $x) =Eje (cos[7r$x/$o] cos 6 + dsin[7r$x/<I>o] sin 5), 
(4-6) 
=£j($x)cos[6 - <50,]. 
L'energie Josephson est modulee en fonction du flux externe $x suivant 
£JE($X) = £JE COS [7T$X/$O] \Jl + d2  tan2 [7r$x/$0], (4.7) 
ou l'energie Josephson totale est definie comme = Eji + Ej2 alors que le parametre 
d'asymetrie est d = |JE7JI — Pour un flux externe independant du temps, la 
phase <5o respectant tan <5o = d tan[7r$x/$0] peut etre eliminee par une transformation 
unitaire puisqu'elle ne fait que renormaliser l'echelle d'energie. Ainsi, tous les resultats 
qu'on obtient pour une jonction simple s'appliquent directement au cas d'un SQUID en 
prenant Es -» Ej($x). 
De la meme maniere que le circuit elementaire cite en exemple plus tot, le potentiel 
Josephson est ecrit en une serie de puissance en 5 de sorte que le lagrangien total prend 
la forme 
L = L'r + Le + Ls + Lre + Lrs — Unl(5) = £L — C^nl(<5)- (4-8) 
Le premier terme, L'x  est le lagrangien du resonateur qui inclut les termes quadratiques 
de Lj, alors que U-NL(<^) est le potentiel non lineaire tel que defini precedemment. A la 
section suivante, je montre comment obtenir les modes propres du Lagrangien du circuit 
lineaire LL. 
4.1.2 Modes normaux 
A l'interieur de la section de resonateur // = g,d et loin des points singuliers a x = 
{xj, +£,—£} ou se trouvent la jonction et les ports d'entree/sortie, le champ obeit a 
l'equation d'onde standard 
d2 ip{x,t) 1 d2 ip(x,t) 
dt2 C°L° dx2 ' 1 j ft fi 
Comme je recherche des modes d'oscillations de tout le circuit, j'impose cog = = uj, 
ou de maniere equivalente, que les vecteurs d'ondes respectent la loi de Snell-Descartes 
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fed I 'd = kgvg .  
Aux extremites (x = ±£), les equations du mouvement ont la meme forme qu'a 
l'Eq. (2.82) : 
CSIP{£, t)  + g q dx 
= CeFe, 
- CSK. 
(4.10) 
x~t 
Les modes du circuit etant continus par parties, la solution a ces equations sera ici quelque 
peu differente. A partir de la decomposition spectrale sur les modes normaux 
1p(x,t) = Y^^m{t)um{x),  (4.11) 
et en utilisant la section de gauche comme reference pour le vecteur d'onde, les modes 
um(x) de frequences uim = kmvg sont definis comme 
"m(^) — |-<4m| * 
sin[km(x + £)- <pe m] 
Bmsm[k'm(x -  I) + ip: ml 
—I > X > Xj 
x'j  > x > £ 
(4.12) 
avec k'mvd = kmvg .  La constante de normalisation \Am \  et l'amplitude relative B r n  seront a 
determiner. De maniere comparable au cas d'un resonateur avec ports d'entree/sortie, les 
phases ifbTn repondent a la solution homogene des equations Eq. (4.10) et sont definies 
par les ratios d'impedance tan[c/?^J = |ze(wm)/Zgj et tan[<^J = |zs(wm)/z^| alors que 
Za{uj) = (iuCa)~ l .  
Finalement, comme le courant est conserve de part et d'autre de la jonction, les 
equations du mouvement immediatement a la gauche et a la droite de celle-ci doivent 
respecter les egalites suivantes 
1 dip{x,t) 
L° dx 
1 dtp(x,t) 
dx 
C j S  +  (4.13) 
Sans la linearisation, le dernier terme de cette expression correspond au courant Josephson 
IC(S) = Ej sin[27T(5/<l)o]. La premiere egalite determine l'amplitude relative Bm des modes 
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Auj \ ! 
Figure 4.3: Modes normaux d'un resonateur non lineaire. Exemples de fonctions um(x) 
decrivant les trois premiers modes normaux d'oscillation d'un resonateur avec une jonction 
Josephson en xj = 0. Ici les sections de resonateur sont identiques de part et d'autre de la 
jonction. 
selon 
5, 
'm 
Zjj cos[fcm(xj + I) -
Z°g  cos[fc^(xj  -  i)  (4.14) mi 
et depend de l'impedance caracteristique et de la phase du champ de chaque cote de la 
jonction. Par le biais de la decomposition spectrale a l'Eq. (4.12), la deuxieme egalite se 
transforme en une equation aux valeurs propres pour les vecteurs d'onde km. En utilisant 
l'Eq. (4.14), on trouve 
( 'ZP v 
= ( 7$ tan[fcm —(xj - £) + - tan[fcm(a:j + £) 
V R V9 
f m ]  
x ~(krn£)2^ + — 
LJ 
(4.15) 
une version plus generale de l'equation transcendante obtenue par Wallquist et al.  [51] 
et qui sera ici resolue numeriquement pour tous les modes d'oscillations du circuit. 
Dans la limite ponctuelle de la jonction, les modes normaux um(x),  montres a la 
Fig. 4.3, ne sont pas orthogonaux dans l'espace normal a cause du terme capacitif de 
l'Eq. (4.5), ils le sont plutot dans l'espace de Riemann [5*]. Le produit scalaire pondere 
110 Chapitre 4 : Resonateurs non lineaires quantiques 
de l'Eq. (2.76) s'en trouve influence et on a 
r£ 
{ l l f n  '  Wn) =  I  dx C (x)um(x)i£n(x) + Celim( £ ) l t n {  £) + C sum(£)un(£) + 
J - I  
Cz8m n ,  
(4.16) 
ou j'ai defini Aum  = urn(xj") — um(xj) comme etant la difference d'amplitude de mode 
aux bornes de la jonction. La capacite totale Cs est choisie telle que 
CE = f C°{x)dx + Ce  + C s  + C3 ,  (4.17) 
J - i  
afin de fixer les constantes de normalisation \Am\ .  Pour le produit scalaire des derives 
spatiales, on prend l'Eq. (2.77) dans la limite ponctuelle de la jonction pour obtenir 
rt ^ &nm 
{dxV"m ' "Mn) — I T 0/ TH~ Z == "7 ' (4.18) J—& L YXJ IJJ LTM 
Ici, l'inductance associee au mode m, L"1 = Ccomprend l'inductance effective du 
resonateur et de la jonction a la frequence uim. Les modes propres ainsi trouves sont 
composes des modes du resonateur habilles par la difference de phase aux bornes de la 
jonction Josephson. Tel que montre a la Fig. 4.3, cet habillage cause I'ouverture d'un 
ecart Aum dans les modes et un decalage des frequences propres du circuit vers le rouge 
alors que l'inductance effective est plus importante que pour un resonateur sans jonction. 
Comme on le verra au chapitre §5, on peut exploiter ce saut dans le flux du resonateur 
pour y coupler fortement un qubit de flux et ainsi atteindre le regime de couplage ultrafort. 
Ce ne sont cependant pas tous les modes du resonateur qui sont affectes par la jonction 
Josephson de sorte a obtenir l'Eq. (4.15) alors que la derivee dxum>(a:) pour certains modes 
m! est nulle a la jonction. Par exemple, supposons que la jonction soit placee exactement 
au centre de l'electrode centrale comme c'est le cas a la Fig. 4.2. Alors, les modes de 
vecteurs d'onde kmf ~ m'tt/£, soient les modes pairs du resonateur, n'appliquent pas 
de biais sur la jonction et ne sont done pas influences par sa presence. La situation 
est tout a fait le contraire pour les modes impairs. De maniere generale, la condition 
dxum'(x = xj) = 0 ne peut etre respectee que si le circuit est symetrique sous reflexion 
par rapport a la position x = Xj. Ainsi, si les sections de resonateur n'ont pas des 
caracteristiques electriques identiques, on a Aum ^ 0 pour tous les modes. 
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La jonction ne participant pas de la meme maniere pour chacun des modes, les fre­
quences propres ne sont pas egalement espacees de sorte que uirn ^ m x et le circuit est 
maintenant dit inharmonique. II est important de noter que, depuis l'equation aux va-
leurs propres Eq. (4.15), l'inharmonicite du resonateur est plus prononcee en augmentant, 
d'une part, I'inductance Josephson et, d'autre part, l'asymetrie entre les deux sections de 
resonateur. Comme on le verra plus loin, pour certaines applications une inharmonicite 
plus forte du resonateur non lineaire force peut etre avantageuse. 
4.1.3 Hamiltonien du circuit linearise 
Le lagrangien linearise a l'Eq (4.3) peut etre projete sur la base des modes nor-
maux du circuit obtenue a la section precedente. En utilisant les produits scalaires aux 
Eqs.(4.16) et (4.18), le lagrangien LL ecrit dans cette base prend la forme 
C 1 
2 ~~ 2L ^m ~ 2^ TpmCaVaum{x0,) (4.19) 
Definissant les charges qm  comme les moments conjugues aux flux ipm ,  l'hamiltonien 
du circuit est obtenu de la maniere usuelle (§ 2.1.3) 
= E + (4.20) 
avec qg m = Yla CQVrQwm(xQ) comme etant la charge de grille induite par les ports. Tel 
qu'attendu, l'hamiltonien consiste en un ensemble de circuits LC ou la jonction Josephson 
a renormalise les parametres Cg et Lm des oscillateurs. 
Le role de la jonction sur les modes du resonateur peut etre mieux compris suite a une 
redefinition des parametres et d'une mise a l'echelle des variables de champ. On definit 
tout d'abord la capacite Cm et I'inductance Lm auxquels contribue le resonateur pour un 
mode m donne (pour lequel Aurn ^ 0) 
Cm = c°(x)u2m(x) dx + Ceu2m(-e) + Csu2m(i),  (4.21) 
1/Lm = J ^  [dxum{x)\2  dx. (4.22) 
A ces quantites sont associees les energies electrostatique et magnetique emmagasinees par 
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le resonateur seulement. Par la suite, il est pratique de definir la capacite et I'inductance 
totales d'un mode m ayant Aum ^ 0 selon C'm = Cs/Au2m et L'm = LmAu^. Avec ces 
definitions, les ratios de participation capacitif 77c,m = C}/Cm et inductif 7/L,m = L^/Lj 
de la jonction Josephson sur le mode m peuvent etre alors definis. Tel que suppose, 
depuis les Eqs.(4.16) et (4.18), la somme des ratios de participation de la jonction et du 
resonateur donne l'unite 
C T 
VC ,m "t" ~ — 1- (4-23) 
Lm 
Les ratios sont definis de sorte a obtenir r?c(L),ro -> 0 dans la limite 011 la jonction Joseph-
son devient un court-circuit (avec Aum —>• 0). Les ratios de participation correspondent 
done a la fraction d'energie, capacitive ou inductive, emmagasinee dans la jonction pour 
un mode m donne. Dans la situation ou la jonction n'est pas shuntee par une capacite 
additionnelle, Cj -C CE et seule la participation inductive rjL m est pertinente. 
Finalement, on effectue la mise a l'echelle des variables de flux et de charge telle 
que <pm = {pmAiijn et pm = qTn/Aurn pour les modes ayant Aum ^ 0. De cette fagon, 
les relations de commutation |0TO,pm| = qm\ = ih sont conservees et l'hamiltonien 
(4.24) 
linearise transforme prend la forme 
(Pm ~  Pg ,m)  f im  h l = H0 + J2 
2C
'm 2LL 
Dans cette notation, le symbole • restreint la somme du deuxieme terme aux modes qui 
sont affectes par la jonction. De maniere analogue, le symbole o restreint la somme aux 
modes qui ne sont pas affectes de sorte que H0 = Emo(gm ~ Qg,m)2/(2CE) + Vm/(2Lm). 
4.2 Hamiltonien quantique non lineaire 
Apres avoir obtenu les modes exacts du circuit linearise, on reintroduit la non-linearite 
Josephson dans l'hamiltonien total du systeme par le biais du potentiel Josephson non 
lineaire U^(S). Dans la base des modes normaux, celui-ci prend la forme 
(4.25) 
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Figure 4.4: Representation elementaire equivalente d'un resonateur non lineaire. 
Les modes du resonateur presentant un biais a la jonction peuvent etre representes comme 
des circuits LC places en serie de sorte a biaiser la meme inductance non lineaire (symbole 
d'araignee). 
En utilisant les variables renormalises de l'Eq. (4.24), on peut enlever la dependance 
explicite en Aum pour ecrire l'hamiltonien en une forme simple 
H = H. + Y. (Pm,  Pg ,m)  
2CL 2LL 
+ C/. NL(]T)0m)-
m« 
(4.26) 
On peut maintenant representer le resonateur avec jonction par un circuit effectif discret 
tres simple. Montre a la Fig. 4.4, le circuit effectif est compose d'un ensemble de circuits 
LC connectes en serie de sorte a biaiser ensemble la meme inductance non lineaire. 
La quantification canonique de l'hamiltonien Eq. (4.26) s'effectue par la promotion 
des variables de flux et de charges au rang d'operateurs et par la definition d'operateurs 
de creation (a*,) et d'annihilation (am) d'excitations du mode m dans le circuit. Ce 
concentrant seulement sur les modes affectes par la jonction, ceux-ci prennent la forme 
— 
Pm —^  
2C mWm 
(am + «m) , 
(am  am j  .  
(4.27) 
(4.28) 
L'hamiltonien qui en resulte 
H = HL  + HN h  + Hd ,  (4.29) 
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est constitue de l'hamiltonien libre de l'ensemble d'oscillateurs harmoniques Hi, 
Hh = Y,^malam, (4.30) 
m 
du terme d'interaction Josephson non lineaire L 
h - v ( - 1 ) < + 1 r 27rW 
H N L
- h ^ r { ¥ o )  Ej X] y on' u) + m V m m 
2 i  
(4.31) 
et du terme Hp qui permet l'excitation du circuit sous l'application d'une force externe. 
Malgre que les termes d'ordres superieurs peuvent etre pris en compte facilement, 
afin de simplifier l'analyse, je suppose que les fluctuations de la phase S sont petites et 
je ne considere que la premiere contribution au terme non lineaire. Dans 1'approximation 
seculaire ou les termes oscillants a des frequences plus grandes que \uim — uon \ sont negliges, 
l'hamiltonien a 1'ordre 0(54) prend la forme 
H ~ ^  '  hu)mcilncim  ^ '  HKm n(l  8m n /2)alnamal lan  
m m,n 
'y '  mran("l®™ ^ Imn 1/2^ (^rn^n (4.32) 
m^n 
+ H D, 
Les termes non lineaires induisent un deplacement des frequences propres selon u>'m — 
— Yin Kmn, en plus des amplitudes d'interaction Kmn et Qmn suivant 
Kmm =E'CmriL, m / f i ,  (4.33) 
Kmn =\J KmmKnn, (4.34) 
Clmn =(1 - S i m / 2) (KlKmmKnn)l/i , (4.35) 
des quantites qui sont toutes determinees a partir de l'energie de charge E'C m = e2/(2C'rri) 
et du ratio de participation rjLm. Ainsi, l'effet Josephson induit un deplacement des 
frequences de resonance en fonction de l'intensite electromagnetique contenue dans le 
meme ou dans les autres modes du resonateur. Par analogie aux cristaux non lineaires [') I], 
on parlera d'un effet Kerr auto-induit (m = n) ou croise (m ^  n).  
Tout comme le transmon, l'energie de charge du dispositif rend l'echelle d'energie d'un 
mode du resonateur anharmonique. Ici cependant, la non-linearite est en quelque sorte 
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« diluee » par l'inductance finie du resonateur et mene a un ratio de participation T]irn 
non unitaire pour un mode m donne. On reviendra sur les analogies entre ce systeme et 
le transmon plus tard dans ce chapitre. 
Finalement, comme il a ete discute prealablement, l'hamiltonien de l'Eq. (4.32) n'in-
clut que la premiere contribution oc 64 de la non-linearite. Ce developpement est alors 
valide pour des amplitudes de non-linearites qui sont faibles par rapport aux frequences 
des modes, Kmm/um <gC 1. Comme on le verra a la prochaine section, ceci n'empeche 
cependant pas d'avoir une non-linearite qui est forte par rapport au taux de perte des 
photons Atm. 
4.3 Trois regimes de non-linearite 
Differents regimes de non-linearite peuvent etre distingues selon l'amplitude de l'effet 
Kerr relative au taux de relaxation des photons dans le resonateur (K).  Lorsque K < K ,  
l'effet Kerr se manifeste dans la reponse non lineaire de la dynamique du resonateur 
lorsque soumis a une excitation externe suffisamment forte. Dans le regime de forte non-
linearite ou A" > k, les effets de la quantification du champ electromagnetique se font 
sentir. En allant au-dela de ce regime avec K 2> K, le resonateur agit tel un qubit ou la 
degenerescence des transitions dans l'espace de Fock est completement levee. 
Dans cette section, j'explore de maniere theorique et numerique ces differents regimes 
de non-linearite jusqu'ici meconnus et qui peuvent etre realises a l'aide d'un resonateur 
non lineaire. Je vais choisir la position de la jonction de sorte a optimiser certaines quan-
tites de l'hamiltonien. Ce choix n'est pas accessible pour un resonateur non lineaire de 
type A/4 ou la jonction est par defaut situee a l'extremite du resonateur, le reliant a la 
masse. L'avantage de cette flexibilite dans la conception est bien illustre par la Fig. 4.5 
ou j'y trace la frequence et l'amplitude de l'effet Kerr Kn pour le premier mode en 
fonction de la position xj et de l'energie Ej de la jonction Josephson. Les parametres 
du resonateur se retrouvent dans la legende de la Figure. Par un choix approprie de Xj, 
Ej et comme on le verra plus loin la longueur totale 2£ du resonateur, il est possible 
d'atteindre les trois regimes sus-mentionnes. Etonnamment, l'effet Kerr devient tres im­
portant a mesure que la jonction Josephson est apportee a proximite de l'extremite du 
resonateur. Tel qu'il sera discute a la section §4.4, dans ce cas la jonction et la courte 
section de resonateur a sa droite forment un transmon dont l'anharmonicite determine 
la non-linearite. 
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Figure 4.5: Frequence et non-linearite d'un resonateur avec jonction Josephson. a) 
Frequence du premier mode et b) amplitude de I'effet Kerr non lineaire en fonction de I'energie 
E) et de la position xj ft d'une jonction Josephson le long de l'electrode centrale du resonateur. 
Les lignes noires sont des courbes de niveaux ou K\\/k — 1 et 10 avec n/2ir — 1.5 MHz, 
alors que les lignes blanches sont des points d'operations ou xj/t = 0.5,0.75 et 0.95. Le circuit 
est constitue de deux sections de resonateur identiques avec une impedance caracteristique 
Z° = 50 fi et des capacites de couplages a l'entree et a la sortie de Ce = Cs = 10 fF. Prises 
ensembles, ces deux sections forment un resonateur de longueur totale 2f. = 1.2 cm qui aurait son 
mode fondamental d'oscillation u\/2tx = 4.95 GHz et un taux de relaxation k\/2ir = 1.5 MHz. 
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4.3.1 K < k : amplification et conversion parametrique 
Lorsque l'energie Josephson est tres grande, les ratios de participation i]ijn et les 
interactions non lineaires qui en resultent Kmn sont faibles. Ce regime a ete bien etudie 
dans le passe, tout d'abord par les experiences pionnieres menees par Yurke et al. avec 
des amplificateurs Josephson parametriques (JPA) vers la fin des annees 80 [43,9'-]. Des 
systemes semblables ont ete utilises depuis, par exemple, comme un JPA [93], comme un 
amplificateur Josephson a bifuraction (JBA) [41, Hi,') 1], comme convertisseur Josephson 
parametrique (JPC) [ ()o 97] et pour faire de la compression de lumiere micro-onde [47,48]. 
Bien que dans cette section je ne presente pas de nouvelles fagons d'exploiter ce 
regime, j'y presente des resultats qui demontrent l'aspect pratique de la nouvelle approche 
theorique utilisee qui permet d'obtenir les parametres importants de l'hamiltonien non 
lineaire depuis les caracteristiques electriques du circuit. 
Amplification parametrique degeneree 
Je commence tout d'abord par discuter de l'utilisation du dispositif comme un JBA 
pour ensuite orienter la discussion vers le JPA et le JPC. Dansle mode d'operation JBA, 
un signal micro-onde V(t) est envoye sur le port d'entree du resonateur non lineaire a 
la frequence coj = urn + A, decalee par A de la frequence propre um. A condition que 
le decalage A < Krn et que l'inharmonicite soit suffisamment importante de sorte que 
\ujm — u!n^rnI 7^ 2u>d, le signal n'affecte que le mode m. Tous les autres modes peuvent etre 
alors consideres dans leur etat fondamental et l'hamiltonien a l'Eq. (4.32) se simplifie a 
un seul mode 
H { 1 )  = - ^ (A^)2 + h + E*E"JWDTAM) , (4.36) 
qui est l'analogue quantique d'un oscillateur de Duffing force bien connu, oil e decrit 
la force du signal sur l'oscillateur. La susceptibilite de l'oscillateur dependant de e, la 
reponse du JBA a une excitation faible est maximale a proximite d'un point critique ou 
le systeme bifurque et devient bistable. A ce point d'operation, un signal de frequence 
~ wra envoye sur le port d'entree du resonateur est amplifie avec un gain optimal et 
reflechi dans la ligne a transmission. 
A la Fig. 4.6, j'ai trace les frequences de resonance, decalages en frequence des tran­
sitions indesirables a deux photons et l'amplitude de l'effet Kerr pour les trois premiers 
modes d'un resonateur en fonction de la position de la jonction le long du resonateur 
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Figure 4.6: Caracteristiques d'un resonateur faiblement non lineaire vs xj. a) Fre­
quences, b) decalages par rapport aux transitions indesirables a deux photons et c) amplitude de 
l'effet Kerr non lineaire Kmm pour les trois premiers modes propres d'un resonateur faiblement 
non lineaire, en fonction de la position de la jonction xj le long de la ligne, depuis le centre 
x — 0 vers l'extremite droite x — t. La ligne verticale pointillee indique la valeur de xj utilisee 
pour la Fig. 4.7. Les parametres du circuit sont donnes dans le texte. 
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lorsque Ej/h = 636 MHz. A cause de la forme des modes um(x),  on peut accroitre la 
non-linearite et l'inharmonicite du resonateur en deplagant la jonction. On constate alors 
qu'il est facile de realiser rhamiltonien a l'Eq. (4.36) pour l'un ou l'autre des modes du 
resonateur alors que les transitions a deux photons \um — ujn\ ^ 2uid peuvent etre tres 
loin des resonances du circuit. 
Amplification parametrique non degeneree et conversion de frequence 
On se tourne maintenant vers les modes d'operations d'amplification et de conversion 
parametrique (JPA et JPC) du systeme. On considere ici qu'un SQUID est insere dans 
le resonateur au lieu d'une jonction simple. De cette fagon, il est possible d'ajuster les 
frequences de resonance et les effets Kerr avec un flux externe statique applique dans 
la boucle. De plus, en ajoutant une faible modulation du flux $rf(i)i ^es variations tem-
porelles rapides de l'inductance Josephson peuvent exciter les transitions ujm ± un entre 
deux modes du resonateur. 
A partir du potentiel du SQUID de l'Eq. (4.6) avec $x —> $x 4- un develop-
pement en serie de Taylor du potentiel du SQUID donne, au premier ordre de la faible 
modulation <J)rf(0) un hamiltonien d'excitation en flux Hf)lx qui s'ecrit1 
f taux = ^in^/2] cos[^<5] - dcos[px /2] sin[^<5]) , (4-37) 
ou la notation des flux reduits !~p = a ete utilisee pour simplifier. En tronquant la 
serie de puissance en 5 au deuxieme ordre et en utilisant la decomposition S = (f>rn on 
obtient 
£ ft (Sme-W) + c.h) (ai + am) 
m  h (4-3 8) 
-  Y1 9 {i9mne~l[<JJ d t )  + C.h) (aln + am) (a* + an) , 
771,71  ^
en considerant un signal alternatif de la forme (fT{(t) = </?rf cos uj^t.  Le flux alternatif per-
met alors d'exciter des processus impliquant un seul ou deux photons selon les amplitudes 
1. On notera ici que la transformation unitaire eliminant la phase constante So n'a pas ete appliquee 
a l'hamiltonien total ici. 
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de couplages 
{2v\ dEjEcos [ i px /2] 
9 m  =  [ z j - )  / . < P r t ,  4.39 
(2iT\2  Ejzsin[<px /2] 
9mn  =  "iT / . , Vrf- (4.40) 
W 4v/c>„c>„ 
Lorsque le SQUID est asymetrique (d ^  0), le resonateur peut etre excite en resonance 
via le flux a la frequence uid = uim + A comme dans la precedente situation. 
II est interessant de remarquer que le couplage parametrique grnn peut etre exprime 
en terme des taux de variations des frequences des modes par rapport au flux externe 
applique. En effet, sachant que uim = (C^Let que Lm s'exprime, depuis l'Eq. (4.18), 
comme 
L™ = 77^ —• <441' 
l + ( g )  E j A u ^ L m  
on a alors que 
duJm _ /2tt\2 1 
dEj V$0) 2C'mu>m  (4'42) 
De plus, pour une faible asymetrie d < 1 et pour <I>X ^ ^o/2, on a que Ej($x) m 
Ejz cos [7r$x/$o] dans une tres bonne approximation. Avec ces equations et en utilisant 
la regie des derivees en chaine, on trouve que l'Eq. (4.40) peut s'ecrire 
1 I dujm  dujn  
9 m n  
~ h y  d ^ d ¥ x  r f '  ^ 
une relation mathematique qui a ete verifiee experimentalement [')?]. 
Je me concentre maintenant sur le cas du SQUID symetrique ( d  = 0) avec une com-
posante non nulle du flux externe ^ 0. A partir du second terme de l'Eq. (4.38), on 
remarque la possibilite d'excitation de deux photons du resonateur a partir d'un seul 
photon d'excitation. Supposant, comme plus haut, que l'inharmonicite est importante et 
que les frequences de transitions non desirees sont loin de uid = uim ± u)n, l'hamiltonien a 
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l'Eq. (4.32) peut etre restreint a seulement deux modes i , j  du resonateur suivant 
h(2) =  hu}ma)mam  
m,n—{ij} L 
+ + 
(4.44) 
(gmne t W d t  + c.h) (a*, + am) (a f n  + a„) . 
A cause de la somme sur les indices repetes, le couplage parametrique entre deux modes 
est f fmn • 
En fonction de la frequence d'excitation, on privilegie certains termes d'interactions 
alors que les autres sont negligeables dans une approximation seculaire. Par exemple, dans 
le mode d'operation JPA ou CJJ ^ 2ojm, les termes <x ALNA}N dominent et une amplification 
parametrique degeneree survient alors qu'un photon d'excitation est converti en deux 
photons dans le meme mode m du resonateur [!).'}]. 
En choisissant plutot une frequence d'excitation resonante avec la somme des fre­
quences u>d ~ ujm + tun, les termes ex + aman sont dominants et permettent la 
creation d'une paire correlee de photons de frequences difFerentes. Dans ce mode d'opera­
tion non degeneree, une amplification avec preservation de la phase d'un signal resonant 
avec l'un ou l'autre des modes est possible [9(>]. Finalement, on obtient le mode d'ope­
ration JPC du systeme lorsque la frequence de l'excitation est ajustee maintenant a la 
difference des frequences uid ~ uim — u>n et ou l'echange coherent de photons entre deux 
modes du resonateur survient a la frequence de Rabi gmn alors que seuls les termes 
(x aJ„on -I- alfim subsistent. Grace a ce processus d'echange, l'envoi de pulses de flux rf 
permet de definir des portes logiques qui placent le champ du resonateur dans une super­
position d'etats quantique de deux modes de frequences difFerentes, tel qu'il a ete observe 
dans l'experience [97]. 
L'hamiltonien a l'Eq. (4.44) etant non lineaire, il faut s'attendre a ce que la frequence 
des modes se deplace avec le nombre de photons dans chaque mode du resonateur a 
cause des effets Kerr Kmn. Comme il a ete note a la Ref. [!)7], la fidelite du processus de 
conversion avec Kmn devrait alors diminuer. De la meme maniere, lorsque le circuit est 
opere comme un JPA, la non-linearite va limiter la plage dynamique de l'amplificateur. 
Tel que discute plus en details a l'Annexe F, la non-linearite limite egalement le nombre 
de photons qui peuvent etre presents dans le resonateur avant que le courant critique de la 
jonction ne soit atteint. L'objectif est done d'accroitre le couplage parametrique gmn tout 
en gardant Kmn aussi petit que possible. La flexibility additionnelle dans la conception 
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qu'apporte le choix du positionnement de la jonction aide a cet egard. Comme on peut le 
eonstater a la Fig. 4.5, la dependance de la frequence du mode du resonateur par rapport 
a E.] (ou $x) peut etre augmentee en deplagant la jonction le long du resonateur sans 
accroitre les non-linearites Kerr significativement. 
Avec ces considerations, je compare maintenant mes resultats theoriques a l'experience 
de la Ref. ['>?]. Ici, un resonateur non lineaire de type A/4 avec un SQUID integre a 
ete utilise pour realiser l'hamiltonien du JPC a 1'Eq. (4.44). L'inharmonicite necessaire 
du circuit a ete atteinte en changeant l'impedance caracteristique du resonateur sur sa 
longueur. De cette fagon, un decalage de (U;3 — uj{) — 2(CJ2 — ^i) = 2tt x 240 MHz a 
ete obtenu2. En biaisant le SQUID avec un flux externe de = 0.37$o, le couplage 
parametrique atteignait gn/2ir ~ 20 MHz pour une modulation rf de <3>rf = 0.02$O) alors 
que les coefficients Kerr etaient estimes a Ku/2ir ~ 0.5 MHz et K22/2ir ~ 4 MHz. 
A la Fig. 4.7 je presente les memes parametres (frequences, inharmonicite, coefficients 
Kerr et couplages parametriques) en fonction du flux externe 3>x. Contrairement a l'ex­
perience, je considere ici un resonateur non lineaire de type A/2 ou le SQUID symetrique 
est place a la position xj = £/2. Cet endroit est egalement indique par la ligne verticale 
pointillee de la Fig. 4.6. Tout comme Ref. [97], le decalage aux transitions a deux pho­
tons indesirables est maintenu a plus de 250 MHz sur tout le domaine de 3>x. Toutefois, 
pour une meme amplitude de modulation $rf = 0.02$o et au meme point d1 operation 
<E»X = 0.37$o (indique par la ligne verticale pointillee dans Fig. 4.7), des couplages para­
metriques plus forts sont obtenus avec {512, P13,923} = 27r x {76,54,86} MHz. Meme avec 
cet accroissement important, les effets Kerr sont maintenus faibles a {Kn. K22, } = 
2tt x {0.21,1.3,0.35} MHz. Avec de plus forts couplages et de plus faibles non-linearites, 
la conversion en frequence de photons devrait se faire avec une bien meilleure fidelite 
dans ce dispositif. Je tiens a mentionner qu'une optimisation manuelle a ete effectuee et 
une optimisation plus approfondie devrait mener a de meilleurs resultats. Enfin, selon 
le niveau du bruit de flux, il pourrait etre plus avantageux de travailler a une valeur 
DC du flux plus faible, ou la susceptibilite du bruit du flux est reduite, et accroitre 
l'amplitude de la modulation $rf afin de garder le couplage constant. 
2. On notera que la numerotation des modes est differente ici alors que le mode fondamental possede 
l'indice 1 au lieu de 0 comme dans la Ref. [!>"]. 
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Figure 4.7: Caracteristiques d'un resonateur faiblement non lineaire vs $x.  
a) Frequences, b) decalages des processus a deux photons et c) amplitudes des efFets Kerr non 
lineaires Kmm et des amplitudes de couplages gmn des trois premiers modes d'un resonateur 
faiblement non lineaire en fonction du flux externe statique Dans ces calculs, le SQUID 
symetrique ayant £j£ = 636 GHz est place a xj = 1/2 et l'amplitude de modulation rf $r/ = 
0.02$o- La ligne verticale indique le point d'operation = 0.37$o identique a celui utilise a 
la Ref. [1)7]. 
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4.3.2 K > k : blocage de photon et generation d'etat-chat 
Comme je l'ai montre a la Fig. 4.5, le regime de forte non-linearite ou l'effet Kerr 
devient dominant face a la relaxation K/K > 1 peut etre facilement atteint avec le 
systeme resonateur+jonction. Dans ce regime, d'autres phenomenes d'optique quantique 
tres interessants peuvent se produire alors que les effets de la quantification du champ 
electromagnetique sont manifestes. Dans cette section, je m'attarde a la situation ou la 
force d'excitation est telle que l'approximation a un mode du JBA a 1'Eq. (4.36) est 
valide. 
En laissant tomber l'indice m du mode, l'hamiltonien se reduit a 
En + i ,n  — ~ hK{n + 1/2) varie avec n. Lorsque l'effet Kerr devient plus grand que 
le taux de relaxation des photons (K > K), les transitions En+in sont bien separees 
en frequence de sorte qu'elles peuvent etre adressees individuellement. Comme un seul 
photon peut etre excite dans le resonateur a la fois, un phenomene de blocage de photon 
peut etre observe [98]. Dans ce regime, le systeme s'apparente a un bit quantique oil 
l'information est encodee dans les etats de Fock du resonateur. Je developperai cette idee 
de considerer le resonateur non lineaire comme qubit plus en details a la section suivante. 
Une seconde consequence de cette levee de degenerescence est l'interference entre les 
differents etats de Fock d'un champ evoluant sous 1'hamiltonien non lineaire a l'Eq. (4.45). 
Considerons un resonateur initialement prepare dans un etat coherent | *P(t = 0) ) = | o ) 
ou l'etat | a ) s'ecrit dans la base des etats de Fock 
Dans cette notation, le nombre complexe a represente l'amplitude et la phase de l'etat 
coherent contenant (a)a) = |a|2 photons en moyenne. L'etat | ^ (t = 0) ) evoluant sous un 
effet Kerr, l'interference entre les differents etats de Fock fait en sorte qu'apres un temps 
r = TT/K l'etat du systeme | ^ (r)) correspond a une superposition coherente d'etats 
(4.45) 
A cause de la non-linearite, la separation en energie entre deux etats de Fock adjacents 
a \ = g-|a|2/2 y I n \ 
} h 
(4.46) 
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Figure 4.8: Caracteristiques d'un resonateur non lineaire ajustable. Frequence uir, 
taux de relaxation radiatif k et amplitude de I'effet Kerr K du premier mode d'un resonateur 
fortement non lineaire en fonction du flux externe applique. Les parametres du circuits sont 
donnes dans le texte. 
coherents [5] 
I *<«) U, = ^  I -ia) + e-' '11 to >) • (4.47) 
Pour une grande valeur de a, le champ du resonateur est place dans une superposi­
tion quantique d'etats distincts dans l'espace de phase, une version optique du celebre 
chat de Schrodinger. Dans une situation ideale ou l'amplitude de I'effet Kerr K(t) serait 
initialement nulle et modulee dans le temps de sorte que 
$( r) =  /  K(t)dt = 7r, (4.48) 
Jo 
1'etat-chat (4.47) serait genere et maintenu si K(t > T) = 0. 
Afin d'observer le blocage de photon et de generer un etat-chat dans un temps tres 
court, il ne suffirait alors que d'augmenter l'inductance Josephson pour accroitre le ratio 
de participation de maniere a ce que le regime de forte non-linearite K > n soit obtenu. 
Comme il a deja ete montre a la Fig. 4.5, ce regime d'interaction photon-photon peut 
etre atteint aisement. De plus, parce que l'energie Josephson d'un SQUID est ajustable 
a 1'aide d'un flux externe, ce ratio et done la nt>n-linearite K peut elle-meme etre ajustee 
et modulee in situ pour observer ces phenomenes quantiques. 
Afin de maximiser la variation de I'effet Kerr et de minimiser la sensibilite aux fluctua­
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tions de flux externe, j'optimise ici les parametres du circuit. A cause de la dependance de 
K avec l'energie Josephson, ses valeurs minimale et maximale sont toujours aux environs 
de $! = 0 et = $o/2, ce dernier point correspondant a l'endroit de plus grande sus­
ceptibility au bruit de flux. Pour reduire cette susceptibilite, on travaille avec un SQUID 
legerement asymetrique avec d = 5% de sorte a avoir un minimum de l'energie Josephson 
en <l\ = $o/2. Egalement, comme le montre la Fig. 4.5, on a avantage a eloigner le SQUID 
du centre du resonateur alors qu'a la fois la variation dK/dEj et l'amplitude maximale 
de K deviennent plus importantes au fur et a mesure que xj tend vers l'extremite du 
resonateur. 
Dans l'exemple numerique et tel que represents a la Fig. 4.8, on tire profit de toutes 
ces caracteristiques en plagant le SQUID asymetrique d'energie totale Ej^/h = 622 GHz 
situe a xj = 3£/4. En effet, de cette fagon, l'amplitude de l'effet Kerr peut etre modulee 
sur quatre ordres de grandeur depuis sa valeur minimale K(<PX = 0)/27r »2x 10~3 MHz 
jusqu'a une valeur maximale de K($x = <I>o/2)/27r « 20 MHz. A son maximum, le ratio 
de participation atteint t]l = 0.6 . Afin d'atteindre confortablement le regime de forte 
non-linearite, les capacites de couplages sont diminuees a une valeur de Ce = Cs = 2.5 fF 
par rapport au circuit initial, de sorte que le taux de relaxation est reduit a un niveau 
raisonnable de k/2it « 0.1 MHz. Avec ce choix de parametres, le resonateur peut etre 
apporte de maniere continue du regime lineaire ou K/K « 1/200, vers un regime fortement 
non lineaire ou K/K « 200 avec un simple passage en flux. 
Au meme titre que 1'effet Kerr, la frequence de resonance depend de l'energie Joseph-
son et varie sur environ 1 GHz en fonction du flux externe applique comme I'illustre la 
Fig. 4.8. Tel que discute a l 'Annexe F, a cause des variations \dujm /dlc \  et \dum /<&x \  
finies des frequences propres envers le courant critique et le flux externe, leurs fluctua­
tions entraineront un dephasage de la superposition de photons dans le resonateur. A 
l'aide des Eqs. (F.l) et (F.2) de l'annexe, les taux de dephasage dus aux fluctuations 
de Ic et peuvent etre evalues et donnent 7$ux ~ Tjc > 10 /xs sur toute la gamme 
de $x. En pratique, le temps de decoherence devrait etre limite par la relaxation avec 
T*2 ~ 2/k = 3.2 [is. Finalement, la ligne pointillee rouge a la Fig. 4.8 montre que le taux 
de relaxation total du resonateur ne varie que faiblement en fonction du flux externe au 
lieu de decroitre avec la frequence tel que prevu. Dans les faits, la relaxation depuis le 
port d'entree (a gauche) decroit avec la frequence tel que convenu pour un bain ohmique. 
Cependant, cette reduction est compensee par une augmentation du taux de relaxation 
du port de sortie (a droite) alors que l'amplitude du mode au port um(x = +£) s'accroit 
§4.3. Trois regimes de non-linearite 127 
0.4 cu 
2 3 
Temps (p is)  
Figure 4.9: Transition classique-quantique du resonateur non lineaire. a) Graphique 
de densite montrant les oscillations du nombre moyen de photons dans le resonateur en fonction 
du temps et du flux externe. b) Coupes transversales a des valeurs de flux externes en I et II 
montrant la transition vers le regime quantique d'excitation d'un oscillateur non lineaire oil des 
oscillations de Rabi entre l'etat |n = 0)et|n = l) sont observees. La force excitatrice allumee 
au temps t = 0 est augmentee progressivement vers une amplitude fixe a e/2n = 2 MHz de 
frequence ujj = u>r — K/2 en quelques nanosecondes. 
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lorsque la frequence diminue, d'ou la faible variation observee de k. 
En utilisant ces parametres, je montre a la Fig. 4.9 le resultat d'une simulation du 
nombre moyen de photons (ala)(t) sous une excitation continue d'amplitude e/2n = 
2 MHz et de frequence uid(^x) = our($x) — K($x)/2, en fonction du temps et pour plusieurs 
valeurs du flux externe Ici, l'excitation est allumee au temps t = 0 et augmentee 
progressivement en amplitude vers sa valeur maximale en quelques nanosecondes. Pour 
un faible ratio K/K ~ 1/25, correspondant a la ligne I en a) et b), le nombre moyen de 
photons montre simplement un regime transitoire d'oscillation vers son etat stationnaire. 
Puisque l'excitation est resonante avec la frequence de transition des etats de Fock | 0 ) 
| 1), pour une non-linearite importante de K/K ~ 200, correspondant a la ligne II, le 
nombre moyen de photons montre plutot des oscillations de Rabi avec une amplitude 
limitee a (a^a) = 1. Cette interpretation d'oscillations de Rabi est confirmee par le calcul 
de la probability P\(t) = | ( 1 | tp(t)) |2 tracee a la Fig. 4.9b), qui suit exactement la meme 
oscillation. Ce changement de comportement allant du regime transitoire aux oscillations 
de Rabi est egalement connu sous le nom de blocage de photon ou un seul photon a 
la fois peut entrer dans le resonateur a cause de la grande interaction photon-photon 
K [98]. Dans ce regime, le resonateur se comporte essentiellement comme un qubit de 
faible anharmonicite relative K/ujr ~ 0.5%. Dans cette situation, l'application de pulses 
rapides pour preparer et manipuler l'etat du resonateur peut l'exciter dans des etats de 
Fock plus eleves en dehors de la base de calcul. On a alors recours a des techniques 
d'optimisation de pulses [99-101] pour minimiser ces erreurs. Finalement, on note que le 
blocage de photon peut egalement se produire dans le contexte de l'EDQ en circuit ou 
l'interaction photon-photon est procuree par un qubit fortement couple au resonateur et 
a ete observe experimentalement dans le regime dispersif [102] et en resonance [103], 
Je me tourne maintenant vers la generation d'etat-chat dans le resonateur qui peut 
etre effectuee grace a la manipulation in situ de l'effet Kerr sur 4 ordres de grandeurs 
avec un pulse de flux. Pour restreindre l'amplitude de ce pulse, on place initialement le 
resonateur a = 0.3$o ou il est encore lineaire avec n/K ~ 25. La, une excitation 
coherente est appliquee a aid = uir pour preparer le resonateur dans un etat coherent 
| a ). Tel qu'illustre a la Fig. 4.10a), le flux externe Qx(t) est pulse pour moduler K dans 
le temps entre sa valeur a ^ = 0.3$o et son maximum a = 0.5$o. En ajustant la 
duree de pulse r de sorte que la phase accumulee corresponde a 6(t) = ir, le champ 
du resonateur evolue vers un etat-chat. Puisque le SQUID est asymetrique, le point de 
plus forte non-linearite ou le resonateur passe le plus le temps est un sweet-spot ce qui 
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Figure 4.10: Generation d'etats-chat dans un resonateur fortement non lineaire 
ajustable. a) Forme du pulse du flux externe #x(t) et de I'effet Kerr K(t) pour la generation 
d'un chat de Schrodinger. b) Graphique de densite de la fonction de Wigner W(x, p) du champ 
du resonateur avec a = 2, immediatement apres le pulse. Les parametres du circuits sont donnes 
dans le texte. 
minimise les effets de dephasage dus au bruit de flux. De plus, a cause de la forte non-
linearite K/2-k ~ 20 MHz, l'excursion en flux est tres courte avec la phase necessaire 
accumulee apres seulement un temps r = 33 ns avec les parametres actuels. Et parce que 
le resonateur revient avec une tres faible non-linearite apres le protocole, l'etat-chat est 
preserve dans le temps (mais est toujours sous I'effet du dephasage et de la relaxation). 
L'etat quantique du resonateur peut ainsi etre mesure par une mesure de tomographic a 
l'aide un qubit couple [104] ou par une mesure des fonctions de correlations [22,105]. 
II est utile de representer la matrice densite d'un etat quantique de lumiere dans 
l'espace de phase a l'aide de la fonction de quasi-probabilite de Wigner W(x,p) [1 (Hi]. 
Dans cette representation, les coherences entre les differents etats de Fock prennent la 
forme de franges d'interferences. La fonction de Wigner est particulierement interessante 
ici alors qu'elle ne peut prendre des valeurs negatives que pour des etats quantiques 
enchevetres comme les etats-chat. A la Fig. 4.10b), je montre la fonction de Wigner 
W(x,p) dans l'espace de phase du champ du resonateur suite a l'application du pulse 
de flux sur un etat coherent | a = 2 ) du resonateur. Le calcul de la fidelite F(A) = 
chat{ ^(A) | pnum I ^(Q) }chat permet de quantifier l'ecart entre l'etat genere pnum et l'etat-
chat souhaite et caracterise la qualite du protocole utilise. Pour cet etat, une fidelite de 
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F(a = 2) % 93.5% atteste de l'efficacite du protocole pour la generation d'etats-chat. En 
reduisant la taille du chat a a = \/2 la fidelite est augmentee a F(\/2) ^ 97%, suggerant 
que la relaxation est la principale cause d'erreur. 
Le protocole simple suggere ici est beaucoup plus efficace pour generer des etats-
chat que celui de Hofheinz et al. [101], Developpe pour generer des etats quantiques 
arbitraires en utilisant un qubit couple, le protocole utilise dans cet article necessite 
cependant plusieurs pulses et s'echelonne sur une plus longue periode de temps de l'ordre 
de r ~ 300 ns. Pour limiter les effets de la decoherence, les etats du champ ainsi generes 
sont dans un espace de Hilbert tronque a l 'etat |  n = 6). De cette maniere, Hofheinz et 
al. ont obtenu une fidelite F ~ 92% pour un etat du resonateur correspondant a un chat 
tronque avec a = \/2-
Je veux mentionner en terminant que l'ajout d'une jonction Josephson n'est pas la 
seule methode pour obtenir une non-linearite importante. Tel que discute plus haut, un 
qubit (lui meme un circuit non lineaire) procure un couplage photon-photon effectif au re­
sonateur dans le regime dispersif de l'EDQ en circuit. Pour un couplage qubit-resonateur 
g, au troisieme ordre en theorie de perturbation en g/(uja — uir), un effet Kerr effectif 
Kj2 = g'x/{uja — ur)3 est obtenu. De ce fait, de tres forts couplages g/2ir ~ 300 MHz sont 
necessaires pour atteindre une non-linearite dispersive de l'ordre de K/2-k ~ 1 MHz [102]. 
Toutefois, le signe de cet effet Kerr dispersif peut etre change selon le decalage en fre­
quence entre le qubit et le resonateur et peut agir comrae un potentiel repulsif pour les 
photons lorsque K > 0. II serait alors possible de construire un reseau de resonateurs 
avec qubit couples de maniere capacitive, reproduisant le modele de Bose-Hubbard re­
pulsif avec des circuits supraconducteurs [107]. En fonction de l'amplitude de l'effet Kerr 
face au terme d'echange capacitif, une transition de phase quantique entre une phase 
isolante de Mott et superfluide des photons micro-ondes pourrait etre observee [108]. 
4.3.3 K k : le transmon en-ligne 
En augmentant encore davantage le ratio de participation de la jonction, le resonateur 
peut etre rendu encore plus non lineaire. Ceci peut etre realise en reduisant la longueur 
totale du resonateur de fagon a ce que sa frequence fondamentale nue (en l'absence de la 
jonction) se situe a une frequence bien plus elevee que la frequence plasma de la jonction. 
Dans ce cas, le premier mode d'oscillation du circuit est essentiellement le mode plasma 
de la jonction, habille par le resonateur. L'hamiltonien du circuit se simplifie au mode 
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Figure 4.11: Le resonateur non lineaire comme un transmon en-ligne. Frequence du 
mode de plus basse energie CJI en unite de frequence plasma ojp (ligne pleine rouge) et effet 
Kerr non lineaire K\\ en unite de l'energie de charge EQ;V = EQJ = e2/[2(2^C°/4 + Cj)] (ligne 
hachuree verte) en fonction de la longueur totale du resonateur 2f:. Pour de tres petites longueurs, 
le circuit se comporte essentiellement comme un transmon de frequence uip et d'anharmonicite 
Ec, T-
de plus basse frequence (m = 1) en considerant les autres modes dans leur etat vide et 
en negligeant le couplage residuel a ceux-ci. A partir du modele discret a l'Eq. (4.26) on 
obtient dans une tres bonne approximation l'hamiltonien a un mode pour un resonateur 
court : 
tfqubit ~ 4Ec(n -  r ig) 2  + ~-(f)2  - Ej cos{4>). (4.49) 
Ce mode du circuit est defini par une energie de charge Eq — e2A«j/(2Cs), une energie 
inductive lineaire EL = (27r/$0)2/(Li Au2) alors que l'energie Josephson Ej est inchangee. 
En introduisant l'energie inductive EL et en se restreignant a un seul mode, le potentiel 
en cosinus de l'Eq. (4.26) a pu etre somme dans son entierete. Ici, l'inductance LJAUJ 
joue le role de l'inductance du mode plasma habille par le resonateur. 
Avec la presence du terme inductif en <fi2, l'hamiltonien a l'Eq. (4.49) est identique 
a celui du fluxonium [109, 110], un qubit compose d'une grande inductance placee en 
parallele avec une jonction Josephson. On aurait done tendance a penser que le resonateur 
fortement non lineaire serait lui aussi immunise contre le bruit de charge a basse frequence. 
En effet, la jonction est protegee du bruit de charge environnant alors que le shunt inductif 
filtre le bruit indesirable a basse frequence. Dans les faits, l'analogie entre les deux circuits 
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est bien mince. Malgre que la representation equivalente de l'hamiltonien a l'Eq. (4.49) 
procure la bonne physique du resonateur fortement non lineaire pres de la resonance, le 
circuit effectif ne possede pas la merae topologie que le circuit initial a l'Eq. (4.3). Ici, 
l'inductance que procure le resonateur est cause par l'habillage de celui sur la frequence 
plasma et n'est pas physiquement placee en parallele avec la jonction Josephson alors 
qu'aucune boucle fermee n'est presente dans le circuit. En d'autres termes, il faut faire 
bien attention de ne pas tirer de conclusions trop hatives a propos de la physique a basse 
frequence avec un modele effectif valide seulement autour de la (relativement haute) 
frequence plasma de la jonction. 
Malgre la presence du terme en (f)2, ce systeme s'apparente davantage au transmon [17] 
qu'au fluxonium et, comme a la Ref. [10], on parle de ce qubit comme d'un transmon 
en-ligne. Tel que mentionne auparavant, l'inductance du resonateur dilue l'inductance 
Josephson et reduit l'anharmonicite du circuit. En effet, la frequence de transition pour les 
etats de plus basse energie de l'hamiltonien a l'Eq. (4.49) est donnee approximativement 
par huoi ~ \J8Eq{Ei + Ej) et 1'anharmonicite par a = u>2 \ — woi ~ —EcJ]l,i- Par rapport 
au transmon ayant une energie de charge equivalente, 1'anharmonicite du transmon en-
ligne est reduite par le ratio de participation 77^1 • 
Tel qu'illustre a la Fig. 4.11, 1'anharmonicite et le ratio de participation peuvent etre 
augmentes en reduisant la longueur totale du resonateur. Dans la limite ou sa longueur 
tend a etre nulle, le premier mode tend vers un mode de vecteur d'onde nul k\ —>• 0, 
correspondant a un mode d'oscillation d'amplitude constante a travers les deux sections 
de resonateur, mais oscillant en anti-phase. Dans cette situation, l'ecart de mode tend vers 
Aiti —> 2 et le ratio de participation tend vers l'unite ^,1 —> 1. Ainsi, on trouve que —)• 
0 et a —»• —Ec alors que l'energie de charge tend vers Ec —> Ec,t = e2/(2(2£C°/4 -I- Cj)), 
tel que suppose pour un transmon (voir §3.2.3). Pour ce mode de plasma pur, le transmon 
en-ligne se reduit exactement au circuit discret equivalent d'un transmon. 
De la meme maniere que son confrere, le transmon en-ligne opere dans un regime de 
parametres ou il est protege contre l'influence du bruit de charge. Par contre, a cause 
de l'inductance finie, la protection s'en trouve amelioree avec le ratio (Ej -I- Ei)/Eq au 
lieu de Ej/Ec• En pratique, cependant, E^ -C Ej de sorte que le facteur supplementaire 
en E'L ne devrait pas mener vers une augmentation significative de la protection face 
au bruit de charge. L'avantage de la conception du transmon en-ligne est qu'il pourrait 
beneficier de plus faibles pertes dielectriques de surfaces. Effectivement, avec ces capacites 
inter-digitees et ses champs electriques intenses associes, le transmon souffre de pertes 
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Figure 4.12: Architecture a EDQ en circuit avec un transmon en-ligne. Un transmon 
en-ligne (a droite) couple capacitivement a un resonateur coplanaire de faible Q (a gauche). Le 
transmon en-ligne peut etre controler de maniere coherente en utilisant, par exemple, le port 
de controle de droite (en vert) alors que le resonateur peut etre mesure en reflexion en utilisant 
le port de lecture a gauche (en rouge). 
dielectriques de surface [<>')]. Ici, la grande capacite de shunt provient du resonateur qui 
possede une surface metallique reduite et moins d'arretes nettes. II est aussi possible 
de diminuer l'intensite du champ electrique en augmentant la distance entre l'electrode 
centrale et les plans de masse. Avec des facteurs de qualite au-dela du million realises avec 
des resonateur coplanaires en aluminium [1 1 1] et les jonctions Josephson ayant demontre 
leur grande coherence [GO], on peut s'attendre a ce que les transmons en-ligne aient de 
longs temps de coherence. 
Finalement, de la meme maniere que le transmon, sa version en-ligne peut etre mesuree 
en la couplant de maniere capacitive a un resonateur lineaire (ou non lineaire [' > 1]) ayant 
un facteur de qualite habituellement moindre. Ceci est represents schematiquement a la 
Fig. 4.12. Le resonateur utilise pour la lecture (a gauche) est couple capacitivement au 
petit transmon en-ligne (a droite). Ce dernier peut etre controle en utilisant le port de 
controle (a droite, en vert) alors que le resonateur peut etre mesure en reflexion depuis le 
port de lecture (a gauche, en rouge). Dans cette conception, on tire profit de la geometrie 
du transmon en-ligne pour maximiser la symetrie du circuit par rapport aux plans de 
masse et ainsi minimiser le couplage au mode slotline qui, comme je l'ai montre a la section 
§ 3.7, peut grandement affecter le temps de coherence du qubit. Cette architecture peut 
etre etendue et inclure plus d'un qubit couples a un second resonateur a haut-Q utilise 
comme bus quantique pour enchevetrer les transmons en-ligne. On note qu'en utilisant 
cette architecture et parce que le ratio de participation Josephson change en fonction 
du flux externe applique, la presence du terme d'inductance dans l'Eq. (4.49) peut etre 
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observee indirectement par des mesures spectroscopiques des transitions du transmon 
en-ligne en fonction de 
4.4 A quel point le couplage peut-il etre fort ? 
Au premier chapitre, j'ai discute de la particularity des circuits electriques de pouvoir 
combiner l'atome (la jonction Josephson) et la cavite (le resonateur) en un seul et meme 
objet. Parce que le mode plasma de la jonction et le mode du resonateur sont maintenant 
directement couples, le regime de couplage ultrafort de l'electrodynamique quantique 
en circuit pourrait etre atteint ou le couplage g devient une fraction significative des 
frequences du systeme [111], Ici, le systeme serait decrit par un hamiltonien de style Eabi 
hK 
•ftRabi = hjjj ra}a + fujptfb + hg(a) -f a)(tf + b). (4.50) 
ou a est un operateur du mode du resonateur alors que b est un operateur du mode 
plasma qui agit comme qubit alors que son anharmonicite K demeure importante. Un 
tel systeme est decrit par un circuit effectif discret represente a la Fig. 4.13a) et a ete 
analyse dans la Ref. [10]. Dans ce regime ou g/uiv est non negligeable, les constituants ne 
peuvent plus etre consideres comme independants et le couplage ne peut plus etre traite 
comme une perturbation sur le systeme. 
Dans un sens, le travail mene jusqu'ici dans ce chapitre suit cette idee que la jonction 
et le resonateur forment un systeme inseparable alors que la jonction perturbe de maniere 
importante les modes propres du resonateur. En solutionnant directement les equations 
du mouvement du circuit harmonique et en considerant le potentiel Josephson non lineaire 
comme perturbation, il en revient (dans l'esprit du moins) a determiner les etats propres 
de 1'hamiltonien a l'Eq. (4.50) de maniere exacte en couplage g et de maniere perturbative 
en anharmonicite K. Dans les faits, j'ai montre dans les sections precedentes que la nature 
distribute du circuit empeche d'ecrire explicitement un hamiltonien de style Rabi ou le 
couplage plasma-resonateur est explicite. 
Dans cette section, je m'interesse aux situations ou le systeme resonateur+jonction est 
decrit par un tel hamiltonien. Contrairement a Devoret et al., on demande explicitement 
a ce que 1'anharmonicite soit importante afin d'etre clairement dans le regime quantique 
du circuit. On verra plus loin qu'une telle condition change les conclusions sur l'amplitude 
de couplage maximale pouvant etre atteinte dans ce systeme. 
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Figure 4.13: Couplage ultrafort d'un transmon au courant d'un resonateur. a) Circuit 
effectif d'une jonction couplee aux fluctuations de courant d'un oscillateur tel que suggere par 
Devoret et al. [in]. Pres de la resonance et avec Cj > C pour que l'approximation du mode A/2 
du resonateur soit valide, ce circuit discret est une bonne representation de celui montre en b). 
Tel que suggere par Devoret et al,  l'implementation d'un transmon dans un resonateur 
prend une forme telle que montree a la Fig. 4.13b). Dans sa representation elementaire, 
le circuit effectif en Fig. 4.13a) representerait un mode A/2 d'un resonateur en l'absence 
de jonction avec un maximum de courant au centre, la ou le qubit est place. Toutefois, 
on peut alors se demander quand cette representation pour un circuit distribue peut etre 
valide malgre la presence de la jonction. 
Avant de repondre a cette question, il est instructif d'ecrire l'hamiltonien correspon-
dant a ce circuit. En utilisant les variables conjuguees {?/v,Pr} et {4>,q} illustrees a la 
Fig. 4.13a), on a 
„ P2r  , (t/v-4>/2)2 } q2 ^ ^ A 
H«-2C+  ^^ +  2C,~BlCOS\%4 ')  
2C 2L 2Cj 8L jC°S V$0 /. 2L ' 
les trois termes correspondants a l'hamiltonien du resonateur, du qubit et du couplage 
qubit-resonateur, respectivement. De la meme maniere qu'a la section precedente, on 
trouve que le qubit est renormalise par l'inductance du resonateur et son hamiltonien 
prend la forme de l'equation Eq. (4.49) avec Eq — e2/2Cj et EL = ($o/27r)2/4L. 
Pour EJ ,  E I  » EQ,  ce transmon en-ligne est bien decrit par un oscillateur faible-
ment anharmonique de frequence plasma HUJP = 8EC(EJ + EI) et d'anharmonicite 
ECEJ/(EJ + EI). Dans cette limite, il est utile d'introduire les operateurs d'annihilation 
(creation) pour le qubit de sorte que (p = ^Jh/(2Cjojp)(tf + b). De plus, en ecrivant 
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V-V = \Jh/(2Cujr)(ai + a), le couplage qubit-resonateur de l'equation Eq. (4.51) prend la 
forme 
Hqr = hg(af + a)(6t + b). (4.52) 
Comme dans la Ref. [10], il est instructif d'ecrire l'amplitude de couplage g en unites de 
la frequence du qubit ujp : 
g Mr / Zvac 
tUp 2uJp\] 87TQ:Zr 
ou Zr = sJh/C est l'impedance effective du resonateur et a = Zvac/(2RK) est la constante 
de structure fine decrite en terme de l'impedance du vide Zvac = 1/eoc « 377 Q et du 
quantum de resistance Rk = h/e2. Etant donne Zr < Zvac en pratique, et de la dependance 
en 1 jyfoL, ce schema de couplage semble permettre un grand ratio de couplage g/up > 1, 
confortablement dans le regime ultrafort. 
Apres cette analyse, je peux maintenant discuter des contraintes sur le circuit pour que 
les conclusions enumerees ci-haut soient valides. On note tout d'abord depuis l'Eq. (4.53) 
que l'atteinte du regime de couplage ultrafort avec g/up > 1 requiert un ratio EJ + 
E\^ EQ [10]. Ceci est incoherent avec la supposition faite en premier lieu en ecrivant 
l'hamiltonien de couplage dans la forme de l'Eq. (4.52). De maniere plus importante, la 
representation du resonateur en Fig. 4.13a), et done de l'hamiltonien effectif a l'Eq. (4.51), 
est valide seulement pour un mode A/2 :  on suppose ici la presence du mode A/2 malgre 
la presence de la jonction. En effet, le couplage de l'Eq. (4.52) suppose seulement un 
couplage inductif entre le resonateur et le qubit. Dans les sections precedentes, on a 
montre que le mode du resonateur etait habille par la jonction qui se voit alors affuble 
d'un saut de mode donne par Aum. Ce saut resulte en un couplage charge-charge au 
mode du resonateur et reduit du meme coup le couplage inductif de l'Eq. (4.53). 
Ce saut peut etre minimise si la capacite de la jonction Cj est relativement grande 
par rapport a la capacite du resonateur 2£C°, Cj > 2£C°. Ceci minimise le couplage 
de charge a l'avantage du couplage inductif. Cette conclusion peut egalement etre tiree 
lorsque la solution numerique de l'equation Eq. (4.15) sous condition que k\ ~ 7r/(2£) 
pour uip > ui\/2) [ou k'2 ~ 7r/(2£) si up < U^a/2] - Par exemple, pour satisfaire la condition 
Cj > 2£C° avec les parametres typiques des resonateurs tels que donnes en debut de 
la section § 4.3, on requiert Cj ~ 4 pF. Ceci se traduit en une energie de charge tres 
Ec  
8 ( E j  +  E L )  
l/'4 
(4.53) 
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Figure 4.14: Couplage ultrafort d'un transmon a la phase d'un resonateur. a) Circuit 
effectif d'une jonction couplee aux fluctuations de la phase et de la charge d'un oscillateur. d) 
Pour que l'implementation physique avec un resonateur coplanaire soit equivalents a (a) autour 
de la resonance, il est requis que fq <C 21 pour que l'approximation du mode A/2 du resonateur 
soit valide. Le circuit effectif en (a) n'est valide qu'a proxiniite de la resonance. Pour etendre 
sa validite jusque vers lj —> 0 et pour respecter la topologie de (b), une capacite infinie devrait 
etre ajoutee entre le circuit LC et la reference. 
faible Ec/h ~ 5 MHz et, par correspondance, a une petite anharmonieite. Pour qu'un 
qubit soit en resonance avec le mode A/2 a uip/2ir = 5 GHz, il faut alors avoir un ratio 
(Ej + El)/Ec ~ 1-25 x 105. Avec ces quantites, on trouve g/u>p ~ 0.2 depuis l'Eq. (4.53), 
une valeur coherente avec les calculs numeriques des modes propres du systeme. A cause 
de la grande capacite de la jonction, il peut alors etre difficile d'atteindre en pratique le 
regime de couplage ultrafort avec cette conception illustre en Fig. 4.13b) et, de maniere 
plus generale, realiser l'hamiltonien de Rabi a l'Eq. (4.50) alors qu'un accroissement du 
couplage est fait au depend d'une reduction de 1'anharmonieite du qubit. 
Afin d'accroitre l'anharmonicite tout en gardant g/uip  a peu pres constant, une pos­
sibility a envisager est de glisser le qubit loin du centre du mode A/2. De cette fagon, 
la jonction peut egalement etre biaisee en phase. Tel qu'illustre a la Fig. 4.14b), le plus 
grand biais en phase qui peut etre obtenu est au bout du mode A/2, la oil l'amplitude du 
mode est maximale. Dans la limite oil la longueur de la portion de resonateur £q situee 
a la droite de la jonction est petite lq 2£, le systeme correspond approximativement a 
un resonateur A/2 couple par une jonction a un llot de charge de capacite Cs = £qC° avec 
une inductance negligeable. Dans cette conception, l'amplitude du mode a l'emplacement 
de la jonction u(£) ~ y/2 est seulement faiblement perturbe par la presence de la jonction. 
Depuis le lagrangien total a l'Eq. (4.3), negligeant l'inductance du cote droit de la 
jonction et se concentrant sur le mode A/2, l'hamiltonien effectif du circuit est trouve 
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comme etant de la forme 
VO-77 
-(0 -  1p r) u P
2r , , Q2  r r2?r, 
H  =  w r  +  w r  +  2 c q ~  i C O S  < r 0 {  
Cj  pr-q , (4.54) c,c; 
ou la capacite effective et Tinductance du resonateur sont C' r  = (2£C° + Cj)/2 et l/L'T = 
C'ruj r ,  alors que la capacite qubit s 'ecrit  Cq  = Cj + C s .  Dans l 'Eq. (4.54), 1p r  = \/2lpi ou ipi 
est definie a l'Eq. (4.11). La representation discrete de cet hamiltonien effectif est montree 
a la Fig. 4.14a). Cet hamiltonien correspond essentiellement a un transmon, d'energie de 
charge Ec = e2/(2C9) et de frequence plasma huip = x/SScSj, couple a un oscillateur 
LC par le biais de la charge et de la phase. Dans la limite pratique oil Cj Cs 2^C°, 
l'interaction de charge est negligeable. Tel que mentionne a la section § 4.3.3, le circuit 
effectif de la Fig. 4.14a) est une representation valide de Eq. (4.54) seulement a proximite 
de la frequence de resonance3. 
On evalue maintenant la force du couplage inductif dominant. Comme plus haut, on 
travaille dans la limite ou Ej/Ec 3> 1 qui permet de faire un developpement en serie 
de puissance du potentiel Josephson. Encore une fois, en introduisant les operateurs de 
creation et d'annihilition pour le qubit (b\b) et pour le resonateur (a\a), on trouve que 
l'hamiltonien de couplage est de la rneme forme qu'a l'Eq. (4.52) avec 
ou 7!r = iJlJr/C'r = est l'impedance caracteristique du mode du resonateur 
renormalise. Alors que le ratio a l'Eq. (4.53) etait proportionnel a l/y/a, ici g / u j p  oc yfa. 
Combine a une petite impedance caracteristique 7lr < Zvac, cette dependance rend ardue 
l'atteinte du regime de couplage ultrafort dans cette implementation. En effet, avec les 
memes parametres du resonateur que plus haut mais maintenant avec Ej/Ec ~ 100 et 
Zr ~ 15 Q, on trouve un ratio de g/uip ~ 0.15. Toutefois, contrairement au schema de 
couplage en Fig. 4.13b), l'anharmonicite ici est beaucoup plus elevee alors que 1'energie 
de charge du transmon est Ec/h ~ 300 MHz. 
Afin d'etayer 1'argument aire, on compare maintenant le modele effectif de l'Eq. (4.54) 
3. Pour etendre la validite du circuit vers at  -» 0 et pour respecter la topologie du circuit resona­
teur+jonction, une capacite infinie devrait etre ajoutee entre le circuit LC et la reference. La forme 
hamiltonienne du circuit a l'Eq. (4.54) et les conclusions tirees subsequemment n'en sont en rien chan-
gees. 
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Figure 4.15: Anti-croisement d'un transmon et d'un mode du resonateur dans le 
regime ultrafort. Frequences propres, amplitudes des effets Kerr et ratios de participation en 
fonction du flux externe des deux premiers modes d'un resonateur avec un SQUID place a une 
distance £q  t  de l 'extremite du resonateur en x = 
avec des simulations numeriques du systeme complet. La Fig. 4.15 montre les frequences 
des modes normaux oom, coefficients d'effet Kerr Kmm et les ratios de participations r/L,m 
en fonction du flux externe traversant un SQUID place pres de l'extremite de droite d'un 
resonateur A/2. Les parametres du circuit sont detailles dans la legende de la Fig. 4.15. En 
a), les lignes pleines correspondent aux frequences des modes normaux uj\ et uj2, alors que 
la ligne hachuree correspond a uir et la ligne pointillee a uip. Ces deux dernieres quantites 
sont evaluees depuis le modele effectif a l'Eq. (4.54) et, comme suppose, s'accordent bien 
avec le numerique loin de la resonance (indiquee par la ligne hachuree verticale). En 
resonance, un anti-croisement est observe et a partir duquel on extrait un ratio g/uip  = 
0.12 qui, encore une fois, est en accord avec le modele effectif. 
Simultanement, a la fois l'effet Kerr non lineaire et le ratio de participation se de-
placent d'un mode a l'autre en traversant la resonance, marquant le changement de 
caractere des excitations d'un photon vers le plasma (et vice versa). A <£z = $o/2, le 
ratio de participation du premier mode atteint son maximum pres de l'unite alors que 
l'effet Kerr non lineaire atteint Kn ~ Ec/h tel qu'attendu pour un transmon. Le fait 
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que K et r/L ne soient pas a leur maximum pres de <&x = 0 est cause par un habillage 
residuel avec la seconde harmonique du resonateur pres de 10 GHz (non montre). 
4.5 Conclusion de chapitre 
Dans ce chapitre, j'ai presente une nouvelle approche generale pour trouver de ma-
niere exacte les modes normaux d'un circuit lineaire distribue dans lequel une jonction 
Josephson a ete inseree. Pour y arriver, j'ai inclus la contribution lineaire de la jonction 
comme une renormalisation des parametres du circuit et j'ai traite I'inductance Josephson 
non lineaire comme une perturbation sur le circuit. Cette description est particulierement 
pratique pour les systemes dont la non-linearite est faible devant les frequences des modes, 
mais forte devant le taux de relaxation des photons. En effet, j'ai discute des differentes 
manieres d'atteindre des regimes de faible (K < k), forte (K > k) et tres forte (K 3> k) 
non-linearite par rapport a 1'amortissement k. Les resultats que j'ai presentes peuvent 
etre utilises pour optimiser les convertisseurs et amplificateurs bases sur les resonateurs 
non lineaires tels les JBAs, JPAs et JPCs. J'ai aussi suggere une approche pour generer 
des etats-chat avec une haute fidelite en ajustant rapidement la non-linearite du circuit. 
Dans le regime de forte non-linearite, j'ai demontre que le systeme se comporte comme 
un transmon en-ligne, un qubit qui pourrait beneficier de plus faibles pertes dielectriques 
de surface que le transmon presente au chapitre precedent. Finalement, j'ai explore la 
possibility d'atteindre le regime de couplage ultrafort en EDQ en circuit avec le transmon 
en-ligne. En considerant les limitations imposees par l'implementation physique et sous 
la condition d'une grande anharmonicite, j'arrive a la conclusion que des couplages de 
l'ordre de g/ujp ~ 0.1 — 0.2 peuvent etre atteints avec cette architecture. 
Alors que le couplage dominant avec un transmon integre au resonateur provient d'un 
courant circulant a travers une inductance, on pourrait alors penser exploiter ce concept 
et avoir une interaction d'origine dipolaire magnetique entre le resonateur et un qubit 
supraconducteur. Parce que l'interaction est d'origine differente, elle ne serait pas soumise 
aux memes contraintes que celles soulevees ici et permettrait peut-etre d'atteindre des 
regimes de couplages plus intenses plus facilement. C'est dans cette ligne de pensee qu'au 
prochain chapitre j'explore et analyse un resonateur avec un qubit de flux integre. 
5 
Couplage dipolaire magnetique ultrafort en 
electrodynamique quantique en circuit 
Combine avec l1 import ant moment dipolaire d'un qubit de charge supraconducteur, les 
fluctuations du champ electrique du vide d'un resonateur coplanaire peuvent etre utilisees 
pour atteindre le regime de couplage fort en EDQ en cavite. Avec une faible dispersion 
de charge, le transmon a permis d'augmenter les temps de coherence significativement, 
en plus d'augmenter l'amplitude de couplage qubit-champ g. Ces gains ont cependant ete 
faits au detriment d'une anharmonicite reduite. 
Une alternative moins exploree en EDQ en circuit est de coupler les fluctuations 
magnetiques du vide du resonateur au moment dipolaire magnetique d'un qubit de flux. 
Considere a plusieurs egards comme le dual du qubit de charge, le qubit de flux est consti-
tue d'une inductance de boucle interrompue par une (ou plusieurs) jonction(s) Josephson. 
Les etats propres de courants du qubits sont eontroles par l'application d'un champ ma­
gnetique externe. Avec des longs temps de decoherence T2 ~ 2T\ ~ 1 — 10 [112], le 
qubit de flux peut etre a la base d'une architecture a EDQ en circuit alors que le controle 
coherent [3<>], le couplage a un circuit LC [ >7] et des portes a deux qubits [;{s] ont ete 
demontres. Les etats du qubits et le couplage lumiere-matiere etant de nature differente 
qu'avec les qubits de charge, une architecture a EDQ en circuit bases sur des qubits de 
flux semble etre une alternative interessante a explorer parce qu'elle ne serait pas soumise 
aux memes contraintes. II a ete suggere aux references [.'{!>] et [id] de coupler de maniere 
inductive un qubit de flux aux fluctuations du champ magnetique d'un resonateur. Avec 
une interaction proportionnelle a la surface de la boucle, de grandes surfaces toutefois 
sont necessaires pour atteindre le regime de couplage fort, au detriment de la sensibilite 
au bruit de flux. 
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Dans ce chapitre, j'explore une approche alternative ou des qubits de flux sont direc-
tement connectes a l'electrode centrale du resonateur et complete mes travaux publies 
sur ce sujet dans Physical Review A [*>•'>]. Je montre que le couplage g est proportion-
nel, non pas a la surface de la boucle, mais a l'inductance totale partagee entre le qubit 
et le resonateur. Cette approche permet d'atteindre des couplages forts tout en mini-
misant la sensibilite au bruit. Realisee experimentalement par Abdumalikov et al. [VJ] 
de maniere independante, les observations ont demontre la faisabilite de 1'approche par 
couplage direct. En exploitant la grande inductance d'une jonction Josephson dans le 
resonateur, j'obtiens des energies de couplage de l'ordre de g/u)0i ~ 1 — 10, compensant 
largement la limitation imposee par la constante de structure fine discutee au chapitre 
precedent a la section §4.4. Dans ce nouveau regime de couplage ultrafort de l'EDQ en 
cavite, non seulement l'approximation seculaire utilisee afin d'obtenir l'hamiltonien de 
Jaynes-Cummings a l'Eq. (1.1) n'est plus valide, mais constitue aussi un changement de 
paradigme du systeme alors que le qubit et le resonateur ne peuvent plus etre conside­
rs separement. Je conclus ce chapitre sur une discussion des consequences du bris de 
l'approximation seculaire. 
5.1 Qubits de flux supraconducteurs 
Tel qu'elabore au chapitre §3, les qubits de charges comme la boite de Cooper ont 
comme bon nombre quantique le nombre de paires de Cooper sur l'ile et comme va­
riable conjuguee la difference de phase supraconductrice aux bornes de la jonction. En 
connectant les deux bornes de la jonction ensemble via une boucle d'inductance L, on 
cree un autre type de circuit quantique base sur une topologie circulaire. Modelise par 
l'hamiltonien 
H = AEcn + ~(p2  4- Ej cos[^(0 - $x)], (5.1) 
l  SPo 
le circuit est earacterise par le flux magnetique (j) genere dans la boucle par la circulation 
de la charge conjuguee q = 2en. Contrairement aux qubits de charge, la variable 0 est 
definie sur tout le domaine reel de sorte que la charge accumulee sur la capacite de la 
jonction est une variable continue. Ce type de circuit Josephson permet de s'affranchir des 
fluctuations nuisibles de la charge environnante de deux manieres. D'une part, le shunt 
inductif enleve les ilots de charge dans le circuit alors que d'autre part, travailler dans 
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dans le regime Ej/Eq 1 est avantageux pour diminuer l'impact du bruit de charge. 
Avec un flux externe applique de ~ $o/2, l'energie potentielle presente une struc­
ture en double-puits dont la hauteur de la barriere est controlee par le ratio de participa­
tion inductif E^/Ej < 1 alors que le flux externe determine la hauteur relative des puits. 
Les etats localises correspondent, respectivement a des etats de courant circulant dans le 
sens horaire ou anti-horaire. La hauteur de la barriere est cependant telle que les fonctions 
d'ondes des etats des puits se chevauchent, produisant une interaction tunnel funnel et 
une hybridation des fonctions d'ondes. Pour une valeur de flux externe = $o/2, les 
deux puits sont degeneres et les etats propres du circuit correspondent a une combinaison 
symetrique et anti-symetrique des etats de courants. Dans cette configuration, le circuit 
est fortement anharmonique et les deux premiers niveaux d'energie | 0), | 1) definissent 
les etats du qubit. 
A ce point d'operation, le qubit est protege des effets du dephasage cause par les 
fluctuations lentes du champ magnetique alors que sa frequence d'operation n'est fixee 
que par l'interaction tunnel loqi/2-k = 2Etunne\/h. Malgre cela, le qubit possede tout de 
meme un moment dipolaire magnetique flni. Sous l'influence d'un petit champ magnetique 
alternatif $rf(£) uniforme traversant la boucle, un developpement en serie de Taylor du 
cosinus de l'Eq. (5.1) permet d'obtenir l'hamiltonien d'interaction avec le champ. Dans la 
base des etats propres | i) de l'hamiltonien du circuit, l'interaction dipolaire magnetique 
prend la forme 
Hint  =  ) | i) (j  |, (5.2) 
i j  
ou on a utilise le fait que $rf = ABrf pour une boucle de surface A et ou m } ]  est le 
moment dipolaire magnetique du qubit dans la base des etats propres 
3 ) • (5-3) 
Pour des etats de courants de l'ordre de 7C = 27r£j/<I>o ~ 1 /zA, un qubit de surface 
A ~ 10 /im2 presente un moment magnetique macroscopique correspondant a moi ~ 106 
magnetons de Bohr. En choisissant la frequence de l'excitation en resonance avec la 
transition Woi, l'etat quantique du qubit de flux peut ainsi etre controle avec le flux, d'ou 
son appellation. 
Pour obtenir une frequence de transition CJOI/27T ~ 10 GHz, la realisation physique de 
rriij = IcA (i | sin 2ir ( t - Q z )  
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Figure 5.1: Couplage geometrique entre un qubit de flux et un resonateur. En plagant 
un qubit de flux a proximite de l'electrode centrale, le couplage dipolaire magnetique resulte 
de I'inductance mutuelle geometrique entre la boucle du qubit et le resonateur, Dans cette 
conception, on accroit le couplage en approchant le qubit du resonateur ou en augmentant la 
surface de la boucle du qubit, au detriment de la sensibilite au bruit de flux environnant. 
ce type de qubit necessite une inductance L tres grande. Ainsi, une configuration de type 
SQUID-RF [ 1 13] avec un simple fil supraconducteur ne peut suffire a la tache sans definir 
une surface de boucle si grande que la sensibilite du qubit au bruit de flux magnetique rend 
le qubit inoperable. Une meilleure strategie consiste a utiliser l'importante inductance que 
procurent de grandes jonctions Josephson dans les basses frequences. Bien que seulement 
trois ou quatre de ces jonctions soient suffisantes pour obtenir un qubit de flux adequat 
pour du calcul quantique [.'{•">, 111], l'utilisation d'un reseau de jonctions en serie permet 
d'explorer de nouveaux regimes d'etats quantiques macroscopiques [id!>, 1 Hi], 
Dans ce chapitre je me concentre sur rutilisation d'un qubit de flux compose de trois 
jonctions au sein d'une architecture a electrodynamique quantique en circuit [•">•'•>]. La 
generalisation du schema de couplage a d'autres qubits semblables tels le fluxionium sera 
alors directe [ 1 15]. 
5.1.1 Qubit de flux a trois jonctions 
Un qubit de flux compose de trois jonctions de capacite Cj et d'energie EJ  tel qu'illus-
tre a la Fig. 5.1 est represents par le lagrangien 
L3J = ]L ~Y^i ~ En cos [27r<?>i/$o] (5.4) 
dans la limite ou I'inductance intrinseque de la boucle est negligeable. On suppose que 
les jonctions 1 et 3 sont identiques alors que la jonction 2 est plus petite de sorte que 
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En = (3E }  et Cj-2 = /3Cj, avec (3 < 1. 
Les flux de branches 4>i repondent a la contrainte de conservation de courant (Eq. (2.11)) 
01 +02 - 03 = (5.5) 
a partir de laquelle on determine 02. Definissant ensuite de nouvelles variables de flux 0± 
selon 
A 03 i 01 (e 0 ±  =  — j ^  
ainsi que leur charge conjugue q±, le terme cinetique de 1'hamiltonien du qubit peut etre 
diagonalise. On obtenient ainsi [J 1 (>] 
2 2 
#3J = ~~ + - 2Ej cos <p.+ cos tp- -  f3Ej cos [<px  + 2(^_], (5.7) 
en utilisant la notation des flux reduits <fi = 2TT0,/<I>O et ou les capacites sont C+ = 2Cj et 
C_ = 2Cj(l + 2(3). La plus petite jonction (Ej2) joue le role d'une inductance de boucle, 
alors que le parametre ,3 = 22/(-Eji + Ej3) est 1'analogue du ratio de participation 
inductif. Les deux derniers termes de l'Eq. (5.7) correspondent au potentiel formant un 
reseau carre centre de vecteurs de base Si = (0, 2ir), a2 = (77, IT). Tel que represente a 
la Fig. 5.2a), lorsque $r ~ $o/2, l'interference des courants circulant dans l'inductance 
des jonctions 1 et 3 avec celui circulant dans l'inductance de la jonction 2 est telle que le 
potentiel presente un double-puits en (0,0). 
Les etats | i) et energies Ei — huji propres de 1'hamiltonien sont determinees nu-
meriquement par diagonalisation exacte dans l'espace discret tp-). L'hamiltonien a 
l'Eq. (5.7) s'exprime dans la base diagonale simplement comme 
H3J  = Y, I *) (i  I • (5-8) 
i 
Dans un regime ou E j/Eq 2> 1, les fonctions d'ondes des premiers etats propres sont 
conflnees a l'interieur du double-puits comme on peut le constater a la Fig. 5.2b). Tout 
comme le qubit de charge, ce regime permet de reduire la sensibilite du qubit au bruit 
de charge environnant malgre la presence d'ilots dans le circuit. Grace a son insensibilite 
au bruit de flux au point de degenerescence [voir Fig. 5.2c)], le temps de decoherence des 
qubits de flux est limite par la relaxation et est de l'ordre de T2 ~ 2T\ — [1 — 10] /is [ 11 _']. 
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Figure 5.2: Le spectre du qubit de flux. Caracteristiques du qubit de flux a trois jonctions 
similaire a la realisation experimental de la Ref. [;>(i] avec 0 = 0.8 Ej/h = 259 GHz et un 
ratio Ej/Ec — 35. a) Energie potentielle dans l'espace bidimensionnel presentant un 
reseau periodique de double-puits de vecteurs a\ = (0,27r) et a<2 = (7r,7r) lorsque = $o/2-
b) Coupe selon <p+ = 0 du double-puits de potentiel et des fonctions d'ondes des trois premiers 
etats propres du double puits de frequences w, a #x = 3>o/2. Energies propres (c) et elements 
de matrices dipolaires magnetiques (d) en fonction du flux externe applique montrant la forte 
anharmonicite du circuit et I'absence de regies de selection en dehors du point de degenerescence. 
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Ce qui demarque le qubit de flux du qubit de charge dans le regime transmon est 
sa tres grande anharmonicite qui permet d'effectuer des operations logiques tres rapides 
sans se soucier d'exeiter le troisieme niveau. De plus, on remarquera a la Fig. 5.2d) l'ab-
sence de regies de selection des transitions dipolaires magnetiques en dehors du point de 
degenerescence = $o/2, alors que la symetrie du potentiel Josephson est brisee [I 17]. 
Formant alors un systeme a trois niveaux dans une configuration cyclique, un systeme 
A, le qubit de flux pourrait etre utilise pour produire des effets d'optique quantique, par 
exemple, un effet laser sans inversion ou une transparence induite par l'electromagne-
tisme dans des circuits supraconducteurs [l00, IIS-120]. En collaboration avec Jaewoo 
Joo et Barry Sanders de l'Universite de Calgary, j'ai explore la possibility de controler de 
maniere coherente la reponse spectrale d'un systeme A supraconducteur. Nos resultats, 
publies dans Physical Review Letters [121] et qu'on retrouve a l'annexe G, demontrent 
qu'il est possible de controler un qubit pour qu'il puisse absorber, etre transparent ou 
amplifier un signal micro-onde sur demande. Nos resultats numeriques sont accornpagnes 
d'une proposition experimentale avec des parametres realistes pour I'observation de ces 
phenomenes d'optique quantique avec des circuits supraconducteurs. 
5.2 Schemas de couplage magnetique entre un qubit 
de flux et un resonateur 
On cherche maintenant la maniere optimale de coupler un qubit de flux a un resona­
teur. Comme je le montre dans cette section, la force du couplage dipolaire magnetique 
entre le qubit et le resonateur est essentiellement une question de conception. 
5.2.1 Couplage geometrique 
On peut coupler un qubit de flux aux fluctuations du vide du resonateur simplement 
en le plagant a proximite de l'electrode centrale comme a la Fig. 5.1. Les fluctuations de 
courant dans l'electrode centrale generent un flux quantique $ dans la boucle d'element 
de surface ds selon 
(5.9) 
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Dans la limite des grandes longueurs d'ondes du champ comparativement a la longueur 
L de la boucle du qubit (A > L), le flux est proportionnel a l'inductance mutuelle par 
unite de longueur M° entre les deux circuits. 
Pour un mode m du resonateur, l'operateur de flux ^m(x) est selon l'Eq. (2.70) 
4>m(x) = y 2csa, (a™+ Qm) Um(x^ (5-10) 
ou la fonction u m ( x )  decrit l'amplitude du mode le long du resonateur. Comme les fluctua­
tions quantiques du courant dans un resonateur sont donnees par Im{x) = —dxij;m(x)/L0(x), 
on trouve 
r / \  -  1  I ^ 9um{x) ,  f  \  
m{x)
~ L°(x)\j 2C^m dx K + a"0" (5.11) 
Suivant le meme raisonnement que pour l'Eq. (5.2), le couplage dipolaire magnetique 
entre les modes m du resonateur et le qubit de flux en x = xq s'ecrit 
tfi„. =  +  O I i )  <  J  I. (5-12) 
m i j  
ou est l'amplitude du couplage dipolaire magnetique entre les etats | i) et | j  ) et 
prend la forme 
2ir M°L m dum{x) 
9M 
~ $0 L°(x9) s/2hC^m {  ' ^1'3  }  dx (5.13) 
Cette expression est valide dans la limite des grandes longueurs d'ondes oil les fluctuations 
de courant sont uniformes sur la dimension laterale du qubit. Pour des parametres de cir­
cuits realistes, le couplage geomefrique peut atteindre des valeurs de gf^/2n ~ 50 MHz, 
soit confortablement dans le regime de couplage fort oil g > 7, k [o'L 111], 
Cependant, ce type de couplage permet bien peu de place a l'optimisation. Pour un 
qubit de longueur L et de largeur w place a une distance d de l'electrode centrale, depuis 
l'expression du flux a l'Eq. (5.9), l'inductance mutuelle est donnee par 
M (5.14) 
Pour accroitre le couplage il est necessaire d'augmenter la surface de la boucle du qubit 
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Figure 5.3: Couplage direct entre un qubit de flux et un resonateur. Un qubit de 
flux a trois jonctions est fixe a I'electrode centrale aux points x,\ et X2- est un flux externe 
applique sur la boucle du qubit. Le couplage qubit-resonateur est determine par l'inductance 
partagee qui s'accroit en reduisant la largeur et l'epaisseur de I'electrode centrale du resonateur. 
La grande inductance d'une jonction Josephson placee dans I'electrode centrale entre x\ et X2 
peut amener des couplages plus forts. 
L x w, ou de rapprocher ce dernier de I'electrode centrale. Alors qu'une grande boucle rend 
le qubit plus susceptible aux bruit de flux, la reduction de la distance d peut etre techni-
quement difficile, en plus de permettre des capacites parasitaires importantes. Le couplage 
geometrique est done limite en amplitude alors que seule une fraction M°/L°(x9) 1 
du courant du resonateur induit un flux dans le qubit. II apparait alors clair que cette 
approche n'est pas adequate pour obtenir des amplitudes de couplage de l'ordre de celles 
obtenues avec des transmons. 
5.2.2 Couplage direct 
Pour atteindre des amplitudes de couplage plus fortes, on a avantage a profiter de la 
grande inductance cinetique que possede les materiaux supraconducteurs en connectant 
le qubit de flux directement a I'electrode centrale du resonateur comme a la Fig. 5.3. Ce 
circuit est represents simplement par le lagrangien 
soit, la contribution du resonateur non homogene suivant la forme generale de l'Eq. (2.73) 
L — L r  + £/3j, (5.15) 
(5.16) 
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et celle du qubit de l'Eq. (5.4). La contrainte a l'Eq. (5.5) sur les flux de branche s'ecrit 
maintenant 
01 + 02 — 03 = (5.17) 
ou AtJ> = i>(x2) — est la difference de flux du resonateur entre les contacts du qubit. 
Dans la limite ou la capacite des jonctions est tres petite devant celle du resonateur 
(CJ <C CE), on peut en toute securite negliger 1'efFet de celles-ci sur les modes du re­
sonateur, comme il a ete discute a la section §2.4.1. Suivant la demarche de la section 
§ 2.4 pour determiner les modes propres um(x) de frequence u>m d'un resonateur non 
homogene, l'hamiltonien du circuit est alors 
H = HR + i?3j + HINT, (5.18) 
avec HR = Y.M 0^JM(4NARN- Le couplage qubit-resonateur HMT comprend une contribution 
electrique et magnetique de la forme 
fli« = £ 
0 C j  3  
-Aumqmq- + 0E]Aumi)m sin [<px  + 2y?_] CEC_ 
(5.19) 
dans la limite des faibles fluctuations avec ( i p m ( x ) }  <C Tout comme au chapitre 
precedent avec les resonateurs non lineaires, on a defini la difference de mode aux bornes 
du qubit suivant Aum = um(x2) — um(x\). 
Projetant sur l'espace des etats propres {| i)} de frequences {u/j} de l'hamiltonien du 
qubit H3J, le terme d'interaction s'exprime comme 
Hint = [$£m M ) ( j  I (aln + am) ~ *0$$ H ) ( j  I (aln ~ «m)] (5.20) 
m i,j 
ou les amplitudes de couplages dipolaires electrique g^32 et magnetique g^n sont definies 
comme 
(ij) $Aum j  «= (5'21) 
( i j )  @ E j A u m  /  •  ,  .  r  ,  o  1  I  •  \  f r .  o o \  
s « " = w 0 v m s : { ' t s m y ' + 2 ' p ~ ] l J ) -  ( 5 2 2 )  
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Figure 5.4: Geometrie d'un resonateur non-homogene. a) La largeur S ( x )  et la separa­
tion aux plans de masses W(x). b) Agrandissement dans la region de la constriction indiquee 
en a), c) Profil d'epaisseur de l'electrode centrale. Le resonateur de longueur 2(. — 5 mm a 
des dimensions initiates {5'0, W(>, f0} = {5,2.5,0.2} /xm loin de la constriction et retrecissent a 
{5i, W\,t\} a l'interieur de celle-ci. 
En comparant le couplage electrique au couplage magnetique, on trouve 
(ij) 
( u )  yq,™ 
(2 + 4/3)Ej 
hiUrr, 
(i  | sin [(pex t  -I- 2y>_] |  j ) 
( i \ q - / 2 e \ j )  (5.23) 
Puisqu'en pratique Ej 3> hu)m et que les elements de matrice electriques sont au mieux 
une petite fraction de l'unite, nous trouvons pour les premiers etats un ratio ~ 
102 — 103 autour du point de degenerescence. Sans grande surprise, le couplage dipolaire 
electrique est negligeable avec les qubits de flux dans cette configuration. 
5.2.3 Comparaison et resultats numeriques 
Je viens de montrer qu'une conception de couplage direct aux fluctuations de courant 
dans le resonateur entraine la presence de fluctuations de flux Atp dans la boucle du qubit. 
Pour une boucle de longueur L centree en xq — x\ + L/2, ces fluctuations s'ecrivent 
(5.24) 
(5.25) 
dans la limite ou L C Am de sorte que dxum(x = xq) Aum .  En comparant avec 
l'expression a TEq. (5.9) pour le cas geometrique, le couplage direct optimise la fraction 
M°/L° du flux capte par la boucle alors que l'inductance mutuelle est M° = L°. N'etant 
dependante que de la distance entre les contacts et non de la surface de la boucle, l'in-
=  Y, y  2CxU [U m (X l  + L ^~ (am + °m) , 
«^-L°(x9)L/m(x9), 
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Materiau 
Si 
[nm] 
U 
[nm] 
L?/Lo 
[GHz] 
\dipi(x)/dx\x=0  
[10~6$o//fm] 
„<01) /Ott /27T 
[MHz] 
A1 5000 200 1 13.1 13.0 71.8 
A1 50 200 3.4 11.0 35.4 195.6 
A1 50 50 4.1 10.5 40.2 222.5 
Nb 50 50 8.3 8.6 65.1 360.2 
Tableau 5.1: Parametres de resonateurs non homogenes pour couplage direct avec 
un qubit de flux. Ratio d'inductance Lf/L^ entre l'interieur (i) et l'exterieur (o) de la 
constriction, frequence du premier mode ui\/2ir, gradient de flux a l'interieur de la constriction 
/1  \dipi(x)/dx\x_0  et couplage dipolaire magnetique 1 a, = <I>o/2, pour differentes valeurs de 
largeur 5, et d'epaisseur t\ de l'electrode centrale dans la constriction et differents materiaux. 
ductance partagee peut etre accrue sans affecter la sensibilite du qubit au bruit de flux 
environnant. 
Comme j'ai discute a la section §2.3 et dans le detail a l'annexe B, l'inductance du 
resonateur peut etre considerablement accrue en reduisant localement la section trans-
versale de l'electrode centrale comme a la Fig. 5.4. Lorsque les dimensions de celles-ci 
approchent la longueur de London \L du materiau supraconducteur (Xl = 16 nm pour 
l'aluminium et Xi = 39 nm pour le niobium), l'inductance cinetique contribue fortement 
a l'inductance locale du resonateur. L'effet de la constriction est maximale pour un mode 
donne lorsque celle-ci est situee oil les fluctuations de courant du mode sont les plus 
importantes, soit  aux noeuds du champ ipm(x). 
Les modes propres du resonateur non-homogene avec une constriction placee en son 
centre ont ete calcules numeriquement avec la methode detaillee precedemment a la 
section §2.4. A la Fig. 5.5, on trace le premier mode du resonateur pour differentes sections 
transversales dans la constriction. Les parametres et les resultats du calcul de l'inductance 
locale et du gradient de champ sont resumes au Tableau 5.1. Pour un resonateur en 
aluminium, une reduction de la section transversale de l'electrode centrale de 5000 x 
200 nm2 a 50 x 50 nm2 permet d'augmenter localement l'inductance du resonateur par 
un facteur 4 et a eu pour effet de tripler la variation du champ de flux. Cet effet est 
clairement visible a la Fig. 5.5. A cause de la plus grande valeur de A^, l'inductance 
cinetique d'un resonateur en niobium devient tres importante et permet d'augmenter le 
gradient de champ par un facteur 5 a l'interieur de la constriction en comparant a un 
resonateur homogene. 
Egalement au Tableau 5.1, l'amplitude de couplage dipolaire magnetique gfj/2ir a 
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Figure 5.5: Premier mode d'un resonateur non homogene avec une constriction. En 
reduisant la section transversale de l'electrode centrale, l'inductance par unite de longueur est 
accrue, de meme que la pente du champ de flux dans la constriction. Les modes ont ete calcules 
numeriquement suivant la methode de la section § 2.4 avec les donnees du Tableau 5.1. 
ete calculee pour un qubit semblable a la realisation experimental de la Ref. [ Hi] avec 
Ej/h = 259 GHz, (3 = 0.8, E^/Eq = 35 et une longueur L = 5 /im (voir Fig. 5.2). 
Pour ces parametres realistes, le systeme atteint facilement le regime de couplage fort 
avec des amplitudes g^ sensiblement plus grandes que celles estimees pour le couplage 
geometrique [ 5(J, 10] et correspondent a ce qui peut etre obtenu avec les transmons. 
A 
5.3 EDQ en circuit avec des qubits de flux 
Dans 1'approximation oil le couplage magnetique est dominant g\lrp = 3^ — g^3rr\ % 
94% en se restreignant aux deux premiers niveaux | 0 ), | 1) du qubit, l'hamiltonien de 
l'Eq. (5.18) prend alors la forme de Rabi multimode 
H 
= Y1 + h^~Gz + Y, %m1} («m + am) (Tx ,  (5.26) 
m ^ m 
d'un forme semblable a celle obtenue pour des transmons a l'Eq. (3.40). En plus du 
couplage fort et de la faible sensibilite au bruit de charge, un avantage de l'etude de la 
physique Jaynes-Cummings dans ce systeme est la tres grande anharmonicite du qubit de 
flux comparativement au transmon. En dehors du point de degenerescence, le troisieme 
niveau peut etre utilise pour former un systeme cyclique et permettre l'emergence de 
phenomenes d'optique quantique en cavite avec des circuits supraconducteurs [">, 10(i,  J J2]. 
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Figure 5.6: Implementation physique de l'architecture a EDQ en circuit avec des 
qubits de flux realisee par Abdumalikov et al. . a) Resonateur en niobium avec de para-
metres Z° = 50 O, u)\/2n = 9.907 GHz et k/2tt = 1.4 MHz. b) Agrandissement de la constriction 
en aluminium de l'electrode centrale avec le qubit de flux integre. c) Representation et image du 
qubit de flux avec quatre jonctions Josephson. d) Spectre d'excitation mesure en transmission 
en fonction du biais applique sur le qubit. Les lignes pointillees sont le resultat de l'approxi­
mation Jaynes-Cummings a un mode de l'hamiltonien Eq. (5.26) avec un couplage au point de 
degenerescence du qubit (e — 0) de g/2n = 120 MHz. Figure adaptee de la Ref. [V2] 
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II vaut la peine egalement de mentionner que plusieurs qubits peuvent etre couples 
au meme resonateur. Avec des qubits fabriques a proximite des noeuds du mode propre 
auquel ils sont le plus fortement couples, l'hamiltonien du systeme s'ecrit simplement 
H = Hr + jr [//«' + ff«>] , (5.27) 
3=1 
«. ( i )  *  
ou l'hamiltonien d'interaction est calcule par projection d'operateurs sur le sous-
espace de chaque qubit. Des portes logiques a deux qubits peuvent etre generees de la 
meme maniere que pour l'architecture a EDQ en circuit basee sur les qubits de charge [79]. 
Independamment de mon etude theorique sur le couplage dipolaire magnetique en 
EDQ en circuit, une equipe du NEC au Japon a demontre le regime de couplage fort entre 
un resonateur et un qubit de flux par couplage direct [•">:2]. Comme on peut le voir a la 
Fig. 5.6, des anti-croisements sont observes dans le spectre d'excitation du circuit lorsque 
le qubit et le premier mode du resonateur entrent en resonance. L'interaction dipolaire 
magnetique au point de degenerescence du qubit (ou tu0i/2ir = 2.4 GHz, done loin de la 
resonance) est estimee a gj2tt ~ 120 MHz. Cette experience demontre la faisabilite d'une 
architecture a electrodynamique quantique en circuit basee sur un couplage magnetique 
avec des qubits de flux. 
De maniere tout a fait identique a l'architecture basee sur le couplage dipolaire elec-
trique avec des transmons, les harmoniques superieures presentes dans le modele de Rabi 
multimode a l'Eq. (5.26) sont necessaires pour obtenir les bonnes quantites dispersives 
induites par le resonateur sur les qubits. Comme on a fait allusion a la section §3.4 et 
depuis l'expression de g^n A l'Eq. (5.22), ici E'est la dependance naturelle en CJ~1/'2 des 
fluctuations de courant du resonateur qui procure le comportement en gm oc du 
couplage lumiere-matiere et la convergence des series dispersives. 
5.4 Regime de couplage ultrafort 
L'utilisation d'une jonction Josephson dans la constriction peut resulter en une am­
plitude de couplage avec le qubit de flux beaucoup plus forte. Comme il a ete discute 
au chapitre §4 sur les resonateurs non lineaires et tel qu'illustre a la Fig. 5.7, la jonction 
ouvre un gap Aum dans le mode du resonateur qui peut devenir tres important. 
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Figure 5.7: Premier mode d'un resonateur non lineaire. Premier mode pour un reso-
nateur non homogene en niobium (ligne pointillee noire) et d'un resonateur en aluminium avec 
un jonction Josephson d'energie Ej/h — 6000 GHz placee au centre (ligne pleine bleue). Les 
parametres des resonateurs sont donnes au Tableau 5.1. L'encadre montre un agrandissement 
du mode a proximite de la jonction. La grande inductance Josephson procure une variation 
abrupte du champ de flux dans le resonateur et procure un plus fort couplage avec un qubit de 
flux connecte de part et d'autre. 
Suivant l'analyse des modes propres d'un resonateur avec jonction integree de la 
section § 4.1, on obtient l'amplitude du flux induit dans la boucle du qubit (t^i(xq)) = 
ip\msAum et du couplage dipolaire magnetique en fonction de 1'energie Josephson 
EJ T de la jonction du resonateur. Ces resultats sont traces a la Fig. 5.8. Pour une energie 
Josephson relativement grande Ej^/h > 1000 GHz, le flux eapte par le qubit est si grand 
que le couplage atteint facilement /2n ~ 1000 MHz et au-dela. Pour des parametres 
realistes, ceci signifie que le couplage peut aisement representer de 10 a 100% de la 
frequence du qubit avant que l'effet Kerr du resonateur commence a etre important. 
Pour des jonctions plus petites avec E.\ r/h < 100 GHz, la non-linearite du resonateur 
devient non negligeable avec Kwjl-n > 1 MHz et permet d'atteindre des amplitudes de 
couplages excessivement importantes de quelques unites de CJQI-
5.4.1 Battre la constante de structure fine 
Dans cette section, on tente de comprendre l'origine de ces fortes amplitudes de cou­
plages et leurs implications dans notre comprehension du systeme qubit-resonateur. En 
effet, il est tres surprenant que de telles amplitudes de couplages soient physiquement 
possibles avec ces circuits alors que j'ai montre au precedent chapitre que le couplage aux 
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Figure 5.8: Couplage dipolaire magnetique d'un resonateur non-lineaire avec un 
qubit de flux, a) Flux induit I/J""SAUI et couplage dipolaire magnetique resultant gj^P en 
fonction de l'energie Josephson Ej r de la jonction integree au centre de l'electrode centrale d'un 
resonateur. b) Frequence du premier mode uj\ et amplitude de l'effet Kerr K\\ du resonateur 
non lineaire. Grace a la jonction Josephson du resonateur, le couplage magnetique direct peut 
atteindre plusieurs unites de la frequence du qubit. Les parametres du resonateur sont : 21 = 
12 mm, Z° = 50 fi et /27r = 5 GHz. Les parametres du qubits sont ceux de la reference [•'!<>]. 
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fluctuations de courant avec un transmon integre au bout du resonateur etait naturelle-
ment limite par la constante de structure fine. 
Afin de mieux comprendre le phenomene, il est instructif d'ecrire le couplage dipolaire 
magnetique en unites de la frequence du qubit cjoi• Depuis l'Eq. (5.22), le ratio g/uoi 
s'ecrit 
0^1' PEJ ,nl • r , o i,\ 27r I Mm A /rncA 
= 7 { 0 | SIN[^X + 2y?_ I 1) X — \  -—Aum, (5.28) 
o;oi nujoi sPo V ^ 
ou Zm = yjLTO/Ce est L'impedance du mode du resonateur. Le terme de droite constitue 
l'amplitude des fluctuations de flux du resonateur telles que captees par le qubit. En 
terme de l'impedance du vide Zvac = l/e0c ~ 377 Q et de la constante de structure fine 
Q = Zvac/(2Rk), l'amplitude des fluctuations de flux s'ecrit 
2tt / hZm /— / Zm .— 
ijV-r^Vz^5 
Tout comme un transmon au bout de la ligne, le couplage aux fluctuations de courant 
est limite a de petites fractions de quantum de flux par la constante de structure fine 
a ~ 1/137 alors que Zm < Zvac. Grace a l'inclusion de la jonction Josephson dans le 
resonateur, les fluctuations du flux du resonateur peuvent etre amplifiees par un facteur 
100 et permet de compenser, en partie, la petitesse de la constante de structure fine. 
L'autre contribution significative a l'amplitude exceptionnelle du couplage dipolaire 
magnetique provient du ratio de participation de l'inductance de boucle /3Ej/hu>o\ des 
qubits de flux. Rappelons que la jonction /3Ej determine la hauteur de la barriere tunnel 
formant le double-puits de potentiel du qubit. Ainsi, l'effet tunnel entre les etats macro-
scopiques de courant procure une dependance exponentielle de la frequence de transition 
woi vis-a-vis le ratio Ej/Ec selon cx Exp [--^4/3(1 + 2/3)£'j/£'c] [l K>]. De cette ma-
niere, le qubit de flux respecte un ratio !3Eij{huiQ\) 1 dans la limite oil Ej/Ec 1. 
Pour les presentes simulations numeriques ou p = 0.8 et Ej/Eq = 35, on trouve que 
(3Ej/(hw0i) ~ 50 = 4.3/y/a, compensant largement les effets nefastes de la constante de 
structure fine. 
En permettant l'amplification des fluctuations du flux du resonateur et un l'effet tun­
nel macroscopique dans les circuit supraconducteurs, les jonctions Josephson permettent 
de contourner les limitations imposees sur l'interaction lumiere-matiere par les constantes 
universelles de la nature. 
(5.29) 
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Figure 5.9: Regime de couplage ultrafort pour les harmoniques superieures d'un 
resonateur non lineaire Pour un resonateur non-lineaire ayant une jonction Josephson d'ener-
gie £j.r integree au centre, l'amplitude du couplage dipolaire magnetique <7^] peut aisement 
atteindre la frequence du mode ojm meme pour les harmoniques superieures du resonateur. 
5.4.2 Changement de paradigme 
Les consequences d'un couplage lumiere-matiere sont profondes alors qu'on commence 
a s'eloigner significativement de la physique Jaynes-Cummings habituelle. Precedemment, 
on a montre que l'hamiltonien du systeme etait de la forme de l'hamiltonien de Rabi 
multimode a l'Eq. (5.26). Lorsque le ratio gm/u)<n n'est plus negligeable, l'approximation 
seculaire n'est plus valide et les termes contre-rotatifs oc alno+ + amo- commencent a 
contribuer de maniere significative. Ce regime de couplage est dit ultrafort. 
Un des premiers effets du bris de l'approximation seculaire est la contribution Bloch-
Siegert Sbs au decalage de Lamb a l'Eq. (3.49) du qubit dans le regime dispersif 
SBS = E 91 • (5.30) 
m Wm + ^ >01 
Lorsque Sbs > decalage de Bloch-Siegert peut etre observe directement dans le 
spectre du qubit comme la deviation des frequences propres Rabi du systeme par rapport 
au spectre Jaynes-Cummings. Egalement, des transitions entre des etats de nombre de 
quantas differents pourraient etre observees alors qu'elles sont admises en dehors du cadre 
de l'approximation seculaire. 
A mesure que le couplage devient dominant face aux autres energies du systeme, il y a 
formation d'un systeme moleculaire qubit-champ passablement plus riche et complexe. En 
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considerant un seul mode du resonateur, ce circuit est en fait une implementation a I'etat 
solide du modele de Jahn-Teller E >3 0 [12 i] qui, grace au couplage dipolaire magnetique, 
mene eventuellement a une transition de phase superradiante [121, 12">]. Dans ce cas, 
I'etat fondamental du systeme qubit-resonateur est un etat enchevetre correspondant a 
un oscillateur deplace par une quantite dependante de I'etat du qubit et ou l'oscillateur 
possede un nombre fini de quanta d'excitation [120,127]. 
Comme on peut le constater a la Fig. 5.9, 1'approximation a un mode du resonateur 
peut cependant s'averer rapidement inadequate alors que le ratio > 1 meme 
pour les harmoniques plus elevees. Le qubit de flux et le resonateur coplanaire, dans 
son ensemble, forment un circuit quantique hybride alors que l'interaction magnetique 
constitue l'echelle d'energie dominante. II serait alors necessaire d'effectuer le calcul de-
taille des etats propres quantiques du systeme hybride pour en connaitre leur nature et 
pour ainsi determiner comment le resultat net differe des deux parties individuelles. En 
particulier, il serait interessant de connaitre la sensibilite de ces etats quantiques face aux 
differentes sources de bruit de dephasage pour savoir s'il peut constituer un qubit robuste 
pour effectuer du calcul quantique. 
5.5 La physique au-dela de Jaynes-Cummings 
Les travaux experimentaux d'Abdumalikov et al. deja cites [V2], conjointement avec 
mes predictions d'un couplage ultrafort [">•'>], ont inspire plusieurs groupes de recherche 
a explorer les effet quantiques du regime de couplage ultrafort dans les circuits supracon-
ducteurs autant d'un point de vue theorique qu'experimental. 
En utilisant un resonateur LC discret partageant une grande inductance cinetique 
avec un qubit de flux, Forn-Diaz et al. [ j 1] ont observe un couplage dipolaire magnetique 
g/2TT 900 MHz en resonance avec le resonateur a ur/2n = 8 GHz. Avec un ratio de 
g/ooa = 11.2%, ils ont observe un effet du regime de couplage ultrafort dans la mesure du 
decalage dispersif de Bloch-Siegert atteignant ~ 50 MHz. 
Dans une seconde realisation experimentale montree a la Fig. 5.10, Niemczyk et al. [">] 
ont realise ma suggestion de placer une jonction Josephson dans le resonateur pour ac-
croitre le couplage avec un qubit de flux. En plagant, le qubit au quart du resonateur, 
des anti-croisements ont ete observes dans le spectre en plagant la frequence du qubit en 
resonance avec les trois premiers modes du resonateur de frequence Ui/2tt = 2.782 GHz, 
/27t = 5.357 GHz et ujs/2ir = 7.777 GHz. Ces mesures ont revele des amplitudes de 
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Figure 5.10: Implementation physique du schema de couplage ultrafort avec des 
qubits de flux, a) Image de la puce de l'experience de Niemczyk et al. [.Vi] montrant le 
resonateur coplanaire, I'emplacement des capacites de couplages (carres noirs, non montres) 
et de la constriction avec le qubit de flux (carre rouge, figure c). b) Les trois premiers modes 
propres du courant dans le resonateur homogene. c) Agrandissement montrant la constriction de 
I'electrode centrale du resonateur et de I'emplacement du qubit de flux. La jonction Josephson 
du resonateur (carre orange, figure d) a une surface 7 fois plus grande que les jonctions du qubit 
(carre vert, figure e). Figure adaptee de [~>o]. 
couplages gi/2ir = 314 MHz, = 636 MHz et gs/2-n- = 568 MHz et des ratios de 
couplages de 11.2%, 11.8% et de 7.3% respectivement. De maniere analogue a Forn-Diaz 
et al., Niemczyk et al. ont observe des deviations systematiques des frequences de tran­
sition par rapport au modele Jaynes-Cummings qui sont explicables par la contribution 
de Bloch-Siegert multimode dans la frequence du qubit. La presence des multiples har-
moniques du resonateur ayant des frequences rapprochees enrichit le spectre d'excitation 
du systeme de telle maniere qu'un anti-croisement entre des etats n'ayant pas le meme 
nombre d'excitations dans l'espace de Hilbert multimode a ete observe. Comme il a ete 
discute precedemment, cette mesure constitue une observation directe du bris de 1'ap­
proximation seculaire. 
Parallelement a ces experiences, beaucoup d'efforts ont ete deployes entre autres a 
comprendre et analyser la dynamique des etats purs en presence de dissipation dans le 
regime de couplage ultrafort [12^-1 •'>()]. Ces modeles sont par contre incomplets alors qu'ils 
ne comprennent pas de relaxation et de dephasage pur de l'etat du qubit. Qui plus est, 
la forme lindbladienne standard d'optique quantique de l'equation maitresse n'est plus 
adequate dans le regime de couplage ultrafort alors qu'elle predit que l'interaction avec 
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les bains excite le systeme hors de son etat fondamental meme a temperature nulle [1 -51]. 
Ce n'est que recemment que Beaudoin et al. [1V2] ont generalise le traitement de la 
dissipation et du dephasage en incluant le couplage qubit-resonateur de maniere explicite 
pour obtenir une equation maitresse valide pour toute valeur du couplage g. 
Le regime de couplage ultrafort peut egalement profiter au traitement quantique de 
l'information comme, par exemple, pour realiser des portes logiques ultra-rapides [l i'i] 
et pour generer des etats quantiques de lumiere dans les resonateurs [1-51]. Comme ces 
etats correspondent a l'etat fondamental du systeme, ceux-ci pourraient etre mesures 
par tomographie a l'aide d'un autre qubit couple dispersivement au resonateur [Mil] a 
condition que l'amplitude du couplage qubit-resonateur soit abaissee de maniere non-
adiabatique a l'aide d'un SQUID [I•'»•">]. Alternativement, Nataf et al. amenent l'analyse 
encore plus loin en montrant qu'un ensemble de qubits couples a un resonateur dans 
le regime ultrafort procure une base d'etats logiques insensibles au bruit de dephasage 
agissant sur les qubits [1 ;»<>]. 
En terminant, malgre que le modele de Rabi soit le plus simple pour decrire l'interac-
tion lumiere-matiere, ce n'est qu'a la lumiere de ce nouveau regime d'interaction que la 
solution analytique exacte fut determinee par Daniel Braak [>U]. La decouverte de Braak 
questionne la relation fondamentale entre les criteres mathematiques d'integrabilite et de 
la solvability de modeles physiques alors que l'auteur demontre que le modele de Rabi 
generalise est le premier modele non integrable ayant une solution analytique exacte. 
En somme, la decouverte du regime de couplage ultrafort dans les circuits supracon-
ducteurs constitue un terrain fertile encore inexplore pour tester et raffiner nos connais-
sances sur l'electrodynamique quantique, la physique quantique et les mathematiques. 
5.6 Conclusion de chapitre 
Dans ce chapitre, j'ai elabore une realisation alternative de EDQ en circuit basee sur 
le couplage les fluctuations magnetiques du vide dans le resonateur au moment dipolaire 
magnetique d'un qubit de flux. J'ai propose une conception originale ou le qubit de flux 
est directement connecte a l'electrode centrale du resonateur, rendant le couplage qubit-
resonateur directement proportionnel a l'inductance partagee. Cette conception a comme 
avantage de permettre des couplages forts tout en minimisant la sensibilite du qubit au 
bruit de flux. Realisee experimentalement par Abdumalikov et al. [?_'], cette conception 
constitue une alternative viable pour l'EDQ en circuit basee sur l'interaction magnetique. 
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De plus, j'ai montre qu'on peut exploiter la grande inductance Josephson pour atteindre 
des amplitudes de couplages de l'ordre de g/ujQi ~ 1 — 10, malgre la limitation imposee 
par la constante de structure fine. Dans ce nouveau regime de couplage ultrafort de 1'EDQ 
en circuit, 1'approximation seculaire si frequemment utilisee n'est plus valide alors que 
le systeme qubit-resonateur est dorenavant decrit par le modele de Rabi. L'atteinte de 
ce regime de couplage constitue un changement de paradigme majeur alors que le qubit 
et le resonateur forment maintenant une nouvelle entite moleculaire unique. Avec des 
conceptions inspirees par mes travaux [">3], les travaux experimentaux menes par Forn-
Diaz et al. ["> I] et plus specifiquement par Niemczyk et al. [">5] ont demontre directement 
les effets d'une interaction qubit-resonateur ultraforte. Ces travaux experimentaux, avec 
ma prediction theorique, ouvrent la voie vers l'etude d'un nouveau regime d'interaction 
lumiere-matiere inexplore avec les circuits supraconducteurs. 
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Conclusion 
Dans le cadre de ma these, je me suis interesse a la modelisation de qubits supracon-
ducteurs et de resonateurs coplanaires dans l'architecture a electrodynamique quantique 
en circuit afin de mieux comprendre l'interaction lumiere-matiere. Par la suite, j'ai uti­
lise ces connaissances pour developper des conceptions alternatives d'architectures qui 
peuvent executer des portes logiques plus rapidement et avec une plus grande fidelite, ou 
qui permettent d'explorer des regimes inedits de non-linearite ou de couplage lumiere-
matiere. 
L'originalite de mon travail se situe, en premier lieu, dans le developpement d'une 
methode analytique generale permettant de trouver l'hamiltonien exact de circuits dis-
tribues et non lineaires. Elle est basee sur les principes fondamentaux de la mecanique 
lagrangienne et hamiltonienne et des modes stationnaires d'oscillations des circuits. Cette 
methode a la grande qualite d'etre flexible et peut etre adaptee a tout type de circuit avec 
un nombre arbitraire de degres de liberte. Surtout, elle permet d'obtenir une description 
analytique detaillee des parametres de l'hamiltonien en fonction de la geometrie et des 
caracteristiques electromagnetiques du circuit, ce qui permet une bonne caracterisation 
de l'interaction entre les constituants et l'optimisation de la conception de l'architecture. 
J'ai utilise cette methode pour decrire les modes propres d'un resonateur ayant une 
geometrie et des conditions aux frontieres arbitraires. Apres avoir modelise les pertes 
ohmiques, dielectriques et radiatives dans le cadre du modele de Caldeira-Leggett, j'ai 
ete en mesure d'obtenir le comportement en frequence des differents taux de relaxation 
d'un resonateur coplanaire supraconducteur typiquement utilise dans les experiences. J'ai 
pu demontre que le taux de relaxation radiatif suit bien une dependance en Km cx ujlm, 
mais sature dans les hautes frequences vers Km = 4/RCs a cause du comportement en 
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frequence des capacites de couplages aux lignes d'entree/sortie. Ces deux limites cor-
respondant aux taux attendus par la theorie classique de l'impedance des circuits, elles 
confirment la validite de la representation multimode du resonateur. J'ai aussi montre 
que, malgre la forte croissance des pertes ohmiques, le resonateur demeure un bon guide 
d'ondes meme pour des frequences au-dela du gap supraconducteur hum > 2A alors que 
son facteur de qualite 1/2. Ce resultat implique que le gap supraconducteur ne peut 
s'imposer comme une frequence de coupure ultraviolette a la representation multimode 
du resonateur. 
Par la suite, j'ai applique les outils theoriques d'analyse de circuits distribues a l'ar-
chitecture d'electrodynamique quantique en circuit ou des transmons sont couples au 
resonateur. Dans ce formalisme, le circuit est decrit par un hamiltonien de Rabi multi-
mode ou j'ai trouve que l'amplitude de couplage depend non seulement de la frequence 
du mode du resonateur, mais egalement de son recouvrement avec le champ du qubit. 
J'ai alors obtenu une formulation analytique detaillee des quantites dispersives des qubits 
qui, en tenant compte de la geometrie du circuit et des conditions aux frontieres, sont 
convergentes dans les circuits. A l'aide d'exemples numeriques realistes, j'ai montre que 
les harmoniques superieures apportent des corrections majeures aux quantites dispersives 
et que le modele quantique multimode developpe est en accord avec la theorie classique 
des circuits. Par une analyse quantitative des interactions dispersives, j'ai trouve qu'il est 
possible d'exploiter la retroaction des frontieres reflechissantes du resonateur pour isoler 
un qubit de son environnement exterieur et ainsi creer une memoire quantique. J'ai aussi 
trouve que l'interaction d'echange a deux qubits peut etre augmentee par un facteur 100 
par rapport a l'echange virtuel en plagant deux qubits face-a-face dans un resonateur. 
Finalement, j'ai formule l'hypothese que le couplage a des modes indesirables sur la puce, 
le mode slotline en particulier, pourrait etre une cause dominante de la relaxation des 
transmons dans cette architecture. 
En adaptant le formalisme pour un resonateur avec une jonction Josephson integree, 
j'ai pu obtenir l'hamiltonien quadratique exact d'un resonateur non lineaire. Ici, j'ai 
considere l'inductance non lineaire de la jonction comme une perturbation sur les modes 
du systeme qui introduit des interactions photon-photon sous la forme d'effets Kerr. A 
l'aide des expressions analytiques de ces couplages et de 1'optimisation du circuit, j'ai 
montre comment les regimes de non-linearite faible (K < K), forte (K > «:), et meme 
tres forte (K 3> k) peuvent etre atteints. Entre autres, j'ai indique que la methode peut 
etre utile pour optimiser les amplificateurs et convertisseurs parametriques Josephson afin 
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d'avoir de meilleures fidelites. Aussi, j'ai propose que le resonateur fortement non-lineaire 
avec un SQUID peut etre utilise pour observer le regime de blocage de photons et pour 
generer, en quelques nanosecondes, des etats quantiques de lumiere dans le resonateur. 
En rendant le resonateur tres court, j'ai rnontre qu'on peut atteindre le regime de non-
linearite ou K k et oil le circuit devient une variante unidimensionnelle du transmon. 
Avec sa geometrie etendue, ce transmon en-ligne serait moins susceptible aux pertes 
dielectriques de surface. Finalement, j'ai explore la limite particuliere du resonateur non 
lineaire correspondant a celle d'un transmon integree au centre du resonateur comme 
l'ont propose Devoret, Girvin et Schoelkopf [1(1]. Bien que le regime de couplage ultrafort 
soit atteint dans cette situation, j'ai constate que le ratio de couplage possible est reduit 
significativement a g/uia ~ 0.2 en ajoutant la condition d'une anharmonicite suffisante 
pour etre dans le regime quantique du circuit. Afin d'accroitre l'anharmonicite tout en 
gardant le meme couplage, j'ai suggere de placer la jonction plutot au bout du resonateur 
pour que le transmon soit biaise par la phase du champ du resonateur. 
Enfin, j'ai etudie le comportement du couplage lumiere-matiere dans une realisation 
alternative de EDQ en circuit basee sur le couplage des fluctuations du courant dans 
le resonateur au moment dipolaire magnetique d'un qubit de flux. La conception fait 
appel au couplage direct entre l'electrode du resonateur et la boucle du qubit de flux 
et ce faisant, le couplage est alors proportionnel a l'inductance partagee entre les deux 
circuits. Comme je l'ai demontre, l'avantage de la conception est qu'elle permet d'at-
teindre des couplages forts tout en minimisant la sensibilite du qubit au bruit de flux. 
La faisabilite d'une telle architecture a EDQ en circuit fut demontree experimentalement 
par l'equipe de Yasunobu Nakamura des laboratoires de recherche de NEC au Japon [-Y2], 
En exploitant la grande inductance Josephson, j'ai montre qu'on pouvait aller au-dela 
du regime de couplage fort alors que de nouveaux regimes de couplages qubit-resonateur 
peuvent etre atteint ou le ratio de couplage devient g/uioi ~ 1 — 10, et ce malgre la limi­
tation imposee par la constante de structure fine. L'observation experimentale du regime 
de couplage ultrafort avec cette conception d'architecture de Niemczyk et al. [";•")] ouvre 
la voie vers l'etude d'un regime d'interaction lumiere-matiere inexplore avec les circuits 
supr aconducteurs. 
Avec la complexity sans cesse grandissante de l'architecture a electrodynamique quan­
tique en circuit avec plusieurs resonateurs lineaires et non-lineaires, couples plus ou moins 
fortement a de multiples qubits, la connaissance des differents modes et la nature des in­
teractions dans le systeme s'avere d'une grande importance afin de bien comprendre la 
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dynamique complexe du systeme. La methode de calcul developpee dans cette these est un 
outil theorique essentiel qui permet une telle analyse detaillee grace a sa grande flexibility 
et au detail analytique des parametres de l'hamiltonien final du circuit obtenu. 
Au fil de cette these, plusieurs questions ont ete soulevees mais n'ont toutefois pas 
trouvees de reponses. Par exemple, il serait fort interessant de generaliser Fapproche 
analytique pour tenir compte des trois dimensions du circuit, de la taille finie de la 
puce electronique et de la boite a echantillon pour raffiner la modelisation des circuits 
supraconducteurs. Cela permettrait aussi de determiner si d'autres modes parasitaires 
pourraient etre presents et nuire au temps de coherence des qubits. Aussi, il serait in­
teressant de savoir si la minime population des harmoniques superieures du resonateurs 
peut constituer un autre mecanisme de decoherence en excitant des quasi-particules dans 
le circuit, une question a laquelle on pourrait possiblement repondre en utilisant conjoin-
tement le modele multimode et le modele microscopique des quasi-particules developpe 
par Catelani et al. [GG,(i7]. Alors que bien des choses demeurent inconnues dans la phy­
sique du couplage ultrafort, il faudrait aussi se demander ce qui survient pour des qubits 
en resonateur lorsque le regime de couplage ultrafort se produit pour plusieurs modes du 
resonateur a la fois. 
* 
Equation mattresse de Born-Markov 
Lorsque couple a un environnement bruyant, un oscillateur harmonique verra sa fre­
quence de resonance decalee par le decalage de Lamb A et son etat excite relaxera a un 
taux k. Dans I'approximation de Born-Markov, la dynamique de l'oscillateur est decrite 
par une equation maitresse qui, dans la representation d'interaction, s'ecrit [61] 
pi — [(C2 + C4) apia) - Ci^api — C^p/c^a] 
+ [(Ci + C3) alpja — C\aa^pi — C^piaa^ 
ou les fonctions de correlation pour le bain sont simplement donnees par 
roc poo 
Cx = / dre-^T(B\0)B( -T) ) B ,  C2 = / dTe+^T(JB(0)J5t(-r))B, 
J O  J o  
roc roc 
C 3  = / dTe+iu3oT (B^(—T )B(0))H ,  C 4  = / dTe-^T (B \-r)B(0))B ,  J o  J o  
(A.l) 
(A.2) 
ou les valeurs moyennes (-)b sont effectuees sur les etats du bain. Pour un bain thermique 
d'occupation moyenne n th(<^„), les correlateurs se calculent aisement et donnent, pour C\ 
too 
/ dre-^-^S^ (A.3) 
v,H •'O 
En utilisant l'identite 
r e- l {"°-u» )rdT = n5(u!o - wv) - iV 
Jo Wo - U)v 
(A.4) 
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et en prenant uj„ —>• —u„, C\ se simplifie a 
^  ,  , A _  Ci = —-— + zA , 
ou le taux de relaxation K(UJ)  et les decalages en energie A* sont definis tels que 
k(CJ) = 2n\l (n,th(^) + 1) [<^(w — ^v) + S(CJ + u}u)] 
V 
1 
(A.5) 
A* = Xl (nth(±u>„) + 1) V 
If 
1 
A = EA' VP 
W0 - 0JU J 
+ V 
UJQ ± Wv 
1 
,U!q  + Ldu 
De la meme maniere, les autres fonctions de correlation se simplifient et Ton obtient 
K(+OJO) 
(A.6) 
(A-7) 
(A.8) 
C,= 
c3 = CI, 
C s~i* 4 — ^2 • 
+ i A+; (A.9) 
(A.10) 
(A.ll) 
Des lors l'equation maitresse a l'Eq. (A.l) devient de la forme standard d'optique quan-
tique [GO] 
Pi = -«A [a fa,  pn + n{u)o)T>[a]pi + k(-u>0)T~>[a f]pi, (A-12) 
en definissant le super-operateur T>[A\ qui agit sur p tel que T>[A)p = (2ApA^ — A*Ap 
pA^A)/2. 
B 
Caracteristiques electriques de resonateurs coplanaires 
supraconducteurs 
B.l Capacite, inductance et impedance 
Les caracteristiques electriques d'une ligne a transmission coplanaire sont determinees 
par le ratio d'aspect entre la largeur de l'electrode centrale et la distance entre les plans 
de masse, ko = S/(S + 2W). A l'aide de techniques de transformations conformes [()•">], 
sur un dielectrique de constante er, la capacite, I'inductance geometrique et l'impedance 
caracteristique sont donnees par 
po _ o, | n^(*b) i0 _^olC(k'Q) 0 /Lgeo + L^ in 
c 
"
2eo(er + 1)^)' L«e°-Tic(^)' z ~V c5—' {BA) 
ou k'0 = \Jl — k% et K.{x) est I'integrale elliptique complete de premiere espece. Ainsi, on 
peut accroitre la capacitance de la ligne en approchant l'electrode des plans de masse et 
en augmentant la surface metallique pour accroite la charge totale accumulee et la force 
electrostatique entre les plaques. C'est plutot I'inverse qui se produit pour I'inductance 
alors que la densite de courant se trouve a etre diminuee et que la proximite des plans 
de masse ecrante davantage les lignes de champs magnetiques. 
Comme les porteurs de charge dans les supraconducteurs sont les paires de Cooper, 
une inductance supplementaire est presente due a leur inertie face au courant injecte [(>"_)]. 
Cette inductance cinetique L°in est decrite selon [ 1 :>7] 
, (B.2) LL = /xoAL(T) C 
4AD/C(fc0) 
1.7 
+ 
0.4 
sinh(t/2AL(T)) ^[(B/A)2 — 1][1 — (B/D)2] 
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ou AL(T) est la longueur d'onde de London a temperature T alors que A, B, C et D sont 
des parametres geometriques definis comme 
t 1 //2t\2 o2 _ S2 
a
~ ~ ^  +  2  y j j ) + s -  b - j a '  ( B 3 )  
C = B - i  +  l / f - ) 2  +  W 2 ,  D= - + C .  
7T V \7r/ 7T 
Tel qu'il a ete mentionne dans le texte, l'inductance cinetique ne devient importante que 
si les dimensions transverses de I'electrode centrale du resonateur sont de I'ordre de la 
longueur du materiau. 
B.2 Resistance de surface 
Dans les metaux, les courants circulent majoritaireinent a la surface, donnant l'effet de 
peau. II est done important de caracteriser les pertes ohmiques d'un resonateur coplanaire 
en analysant le comportement de la resistance de surface en fonction de la frequence. De 
maniere generale, on peut exprimer la resistance d'un resonateur selon 
R(u;)=TRs(u), (B.4) 
ou R,j(a>) est la resistance de surface du metal et T est un prefacteur geometrique depen­
dant des dimensions du resonateur. Ce dernier est donne par [(>">] 
T 4 JC2(k0)k'0 
1 j-1 , / SW ^ , 1 ((S+2W)WN\ 1 
[ 0)k'02U n \As(S+W)) + S+2W n \ As(S+W) ) J ( ' } 
avec /C(x) est l'integrale elliptique complete de premiere espece, fco = S/(S + 2 W) et 
k'0 = yjl + fcg et ou As est la distance d'arret [<>•">]. 
On calcule la resistance de surface en utilisant un modele a deux fluides basee sur la 
theorie de Mattis-Bardeen [li2]. Dans ce modele, la conductivity du metal est une quantite 
complexe o = <j\ — ioi constitute des contributions des quasi-particules (<7i) et des paires 
de Cooper (02). A temperature nulle pour un metal de conductivity <7$ — 1/pn dans 
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l'etat normal, elles sont donnees par 
+ (B.6) 
<7M \ hw J hoj 
1 A + ^ M + I F-1 + ^  ] M), (B.7) 
<7 Ar 2 \ tvjj J 2 \ hh) 
ou £(k) est 1'integrate elliptique complete de deuxieme espece avec k = et k' = 
V1 - k2 et A est le gap supraconducteur a temperature nulle. L'Eq. (B.6) est valide pour 
HOJ > 2A, alors que a\ = 0 lorsque ftu < 2A. 
Pour un film metallique d'epaisseur t, la resistance de surface FL^u;) est [c »r>] 
R.(h)> = iiawtSS ( cot|^(u,)'1 + csc'fce'oj't] 1 
1 kc{u)t J 
Ici, /cc(w) est le vecteur d'onde complexe des porteurs de charge a la frequence u>. Defini 
comme k'^(uj) = AL2(W) — 2'/Aep2 (W). il depend des longueurs de penetration de London 
AL et de l'epaisseur de peau Aep determinees par les parties imaginaire et reelle de la 
conductivite a(oo) : 
AlM {^ a2M' AepM )l fiooja^y (B'9) 
Comme la partie reelle de la conductivite est nulle pour les frequences inferieures au gap, 
le resonateur est un conducteur parfait avec Rs(w < 2Afh) = 0. Au-dela du gap, les quasi-
particules commencent a etre excitees et une resistance commence apparaitre, determinee 
par l'epaisseur de peau comme dans un metal normal ou Rs(u; > 2A/h) tx y/uj. Dans la 
situation ou les harmoniques superieures du resonateurs sont occupees thermiquement, 
ces quasi-particules pourraient etre une source de decoherence supplement aire pour les 
qubits supraconducteurs. 
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Modes propres d'un resonateur dissipatif 
Dans cette annexe, je desire determiner les equations du mouvement et les modes 
propres stationnaires, s'ils existent, d'une ligne a transmission resonante avec pertes in-
trinseques. En presence de pertes dielectriques et ohmiques, on a vu a la section §2.5.1 
qu'on doit ajouter une resistance R en serie avec une inductance L, et une conductance 
G en parallele avec une capacite C dans le circuit, comme a la Fig. 2.6. 
Comme il y a la presence d'elements dissipatifs, on a alors recours directement aux 
equations de Kirchhoff pour determiner les equations du mouvement. Ainsi, au noeud en 
position x, la loi de courant de Kirchhoff donne 
alors que la conservation du potentiel autour de la boucle elementaire en x (s'etalant sur 
deux mailles) resulte en 
En supposant des solutions oscillantes pour le potentiel selon V(x,t) = e lultV(x) et 
I(x, t) = e luJtI(x) avec la frequence complexe u, par differentiation par rapport a x, 
les Eqs. (C.l) et (C.2) deviennent 
(C . l )  
(C.2) 
(C.3) 
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Connues comme etant les equations du telegraphier avec pertes [7N], l'insertion de l'Eq. (C.l) 
ou de l'Eq. (C.2) dans l'une ou l'autre des equations mene vers une equation differen-
tielle du deuxieme ordre pour le potentiel ou le courant seulement. Se concentrant sur le 
potentiel, on a 
d  V ( x )  _  [ _ , . . 2 n 0 r 0  ,  , i r > 0 r < 0  ,  T 0/"iO<a , rjOr^O 
dx2 
= V(x) —w C L + iw(R C + L G )) + R°G° , (C.4) 
qui est egalement valide pour le flux ip(x,t) — dt'V(x,t'). En remplagant V(x,t) —> 
ip(x,t) et considerant une solution spatiale oscillante de vecteur d'onde k telle que 
9 
= — fc2t/;(x, t), l'equation aux valeurs propres suivante est obtenue : 
[u;2 - iuj(KR + kg) — £>2(A:)] ip(x, t) = 0. (C.5) 
II s'agit de la meme forme que celle d'un oscillateur harmonique amortit selon les taux 
ohmiques et dieleetriques 
kr =R°/L°, (C.6) 
KG =G°/C°. (C.7) 
En presence a la fois de pertes ohmiques et dieleetriques la frequence naturelle d'oscilla­
tion est renormalisee par la dispersion dans le milieu avec ui2(k) = — Krkq. 
La discretisation des vecteurs d'ondes k provient des conditions aux frontieres impo-
sees par les capacites Ce et Cs et leur conductance respective Ge et Gs. Les equations de 
Kirchhoff a l'entree x = — £ donnent pour le potentiel et le courant 
dV{x,t) 
a.r -^-(iei^  + L°msr)- (c'8> 
I(-l, 1) = - t) + C,9V^ , (C.9) 
qui, apres insertion de l'Eq. (C.9) dans l'Eq. (C.8), donne dans la representation de flux : 
dip(x, t) 
dx 
X——t 
R°Gi - uj2L°Ci + iu (R°Ci + L°Gi)] 4>{x = -I, t). (C.10) 
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En supposant les materiaux homogenes et que les dimensions du resonateur ne varient 
pas de faqon trop importantes le long de celui-ci , il est alors fort raisonnable de considerer 
un modele proportionnel d'amortissement ou R° oc L° et G° tx C°. En relation aux taux 
de relaxation aux Eqs. (2.91) et (2.92), il revient a considerer que l'energie se dissipe de 
la meme maniere partout dans le circuit. 
Dans ce modele proportionnel, on peut definir les longueurs fictives £s et £e telles que 
si Ce(s) = 4(s)C° alors Ge(S) = 4(s)G°. Par comparaison avec l'Eq. (C.5), la condition a la 
frontiere se simplifie grandement pour devenir 
dtp(x, t) 
dx 
—k2£iil>(x = —£,t), (C.ll) 
soit la meme forme que l'Eq. (2.82) pour le cas sans perte. Necessairement, il en sera de 
meme pour l'autre extremite. Ainsi, dans un modele d'amortissement proportionnel ou 
les ratios C°/G° et L°/R° sont constants a travers le circuit, la base de modes propres 
{um(x), ujm} decrivant le resonateur sont les memes que dans le cas sans perte. Ce resultat 
provient de la generalisation aux systemes continus du -modele d'amortissement classique 
ou de Rayleigh pour les degres de liberte discrets [5^]. Comme les pertes ohmiques et 
dielectriques dans les resonateurs seront toujours faibles pour le domaine des micro-ondes, 
leur effet dispersif sur le milieu de propagation est tout a fait negligeable. 
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D 
Transformation dispersive multimode 
L'hamiltonien de Rabi multimode peut etre diagonalise approximativement dans la 
limite dispersive |Am| 3> gm en utilisant une transformation unitaire et la theorie de 
perturbation [1 1]. Dans cette annexe, j'obtiens la solution des hamiltoniens dispersifs a 
un et deux qubits, au deuxieme ordre dans le petit parametre gmjAm. 
D.l Transformation dispersive a un qubit 
L'hamiltonien a diagonaliser ici est l'hamiltonien de Rabi multimode a un qubit donne 
par 
HS = ^ "I" "I" ^ (D-l) 
m m 
On introduit la transformation unitaire 
U = exp [Amama+ + (3mama^ - h.c.]| (D.2) 
et utilise l'expansion en serie de Campbell-Baker-Hausdorff 
eABe~A = B + [A,  B] + ^  [A,  [A,  £]] + • • • , (D.3) 
de sorte que l'hamiltonien total transforme H's = UHsU* est approximativement dia­
gonal. En limitant la serie au deuxieme ordre dans les petits parametres Am,/3m, ces 
parametres sont en effet choisis de sorte a eliminer l'interaction qubit-resonateur. Le cal-
cul necessitant une gymnastique de commutation assez demandante, on se limite ici a 
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donner les resultats finaux de la transformation pour les hamiltoniens du resonateur Hr, 
du qubit Hq et de l'interaction qubit-resonateur H int. 
Pour H'r = UHrU\ on obtient 
HR / H  ~ CJFNCLLN (LRN + ^ ' ULM + d^r((T_ ) + (3m{aM(T_ + (1^(7+) 
m m 
"I" ^M/2 {PRN-^-N AM/3,J) FANQ-M&Z ~T~ H-C.] 
m,n 
^ "I" ^n)/2 (AmAn fimftn) ^rn^ri^z 
m,n 
+ ]T Wm (A^ + /^) a+a_ - £ ump2moz, 
m m 
alors que pour H'q = UHqW on a 
H'Jh « Wa(T2/2 
} ' |Am(oimCT^- + CtjjjCT—) /?m((ZTO(7_ + 
m 
^a/2 ^  ^  [(Am/?n An/?m)anam^ + h.c] 
m.n 
^ ^  ~l~ $m$n) 
m,n 
"
W»E (Am - £m) ^ /^z-
m m 
Finalernent, le terme d'interaction transforme H' int = UH intW prend la forme 
Hint/h ~ ^9m{aln ~ am)&y 
m 
^ ' [<?m(An 4" /3n) + gn(A.m + fim)\ ®Jn®n&z 
m,n 
^ ' \dm,[^n "I" h*c] 
rn,n 
"I" 2 ) ' <?rn(Am /?m}(7+<7_ + 2 ^  QmPmPz-
(D.4) 
(D.5) 
(D.6) 
En sommant tous les termes, les termes d'interaction qubit-resonateur en (a^ — am)ay 
s'annulent sous condition que les constantes Am et ;%n soient 
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etant donnee la difference et la somme des frequences Am = uia — um et Em = uia + uim, 
respectivement. 
On peut maintenant faire l'approximation seculaire sur les termes amanaz,alnal laz 
et a^a„tT2 puisque ces termes n'impliquent que des frequences elevees. L'hamiltonien 
dispersif multimode a un qubit se simplifie alors a seulement 
ft 
H D ^ Y 1  f M m a \ n a m  + + Sr)(Jz + ^rnamamCr2, (D'8) 
m m 
ou le decalage de Lamb Sr et l'effet Stark AC \m que procurent les modes du resonateur 
sont 
4- = E«m(x- + ^) (D-9) 
m ^ ^ rn ' 
Xm =92m ("T1- + ^") • (D.10) 
L'hamiltonien dispersif a un mode Eq. (1.4) typiquement retrouve en EDQ en circuit [I 1] 
s'obtient en restreignant l'espace de Hilbert du resonateur a un seul mode et en prenant 
la limite 1/S —»• 0. 
D.2 Transformation dispersive a deux qubits 
Pour une systeme comportant deux qubits couples au resonateur, l'hamiltonien de 
Rabi se generalise a une somme sur 1'indice j = 1,2 des qubits 
Hi2) = Y, f lUJ™ama™ + H + Y, ih9m(am ~ (D-11) 
m j 771 
Alors que les deux qubits sont independants l'un de l'autre la transformation unitaire de 
l'Eq. (D.2) s'ecrit simplement 
U2 = exp I [A{^ama(l) + T^OmO^ - h.c.] 1 . (D.12) 
U = i m  j  
L'hamiltonien du resonateur, des qubits et des termes d'interaction sont trouves de la 
meme fagon que dans le cas a un qubit. Une fois transformes, ceux-ci correspondent aux 
hamiltonien dispersifs a un qubit auxquels on ajoute des termes d'interaction qubit-qubit. 
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Pour le resonateur, on obtient H'r = U2HrU\ : 
j= 1 
+ 5>„(AM + /M) ' + "f^) (D. 13) 
m 
+ X>„(AM + Ag'A") (a%'2> + W) , 
m 
ou H 't^ correspond a Thamiltonien dispersif a un qubit Eq. (D.4) pour le qubit j. Pour 
les hamiltoniens libres des qubits, on obtient 
j=1 j=1 
- Y. (AM - PX) (crVV!?' + .<V>) (D.14) 
^ m 
+ y,  + A M>) („(.),(_« + <,(»,».), 
 ^ 772 
alors que l'hamiltonien d'interaction qubits-resonateur prend la forme 
W' 4- T-f'^  
int ~ mt ' ini 
+ Erf',(A»»-^>)(<T«>au',+^'V«) 
m,j 
+ M'^-A® + /3"1) + ^ V) . 
m,j 
(D.15) 
Comme a la section precedente en choisissant les comme parametres 
et 0$ = dans la transformation, les termes de couplage entre les qubits et 
le resonateur s'annulent au deuxieme ordre. Apres avoir effectue l'approximation secu-
laire negligeant les termes proportionnels a arnana[JK et a^a„(Tp', l'hamiltonien 
dispersif a deux qubits est de la forme 
HD] = J2 | (wij) + <^j)) a(z3) + Y, hXmamam0[3) + Mo^o^. (D.16) 
m j m,j 
Encore une fois djj) et Xm prenne la meme forme qu'aux Eqs. (D.9) et (D.10). On constate 
alors que les fluctuations du vide du champs du resonateur procurent une interaction 
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d'echange entre les deux qubits d'amplitude 
J  _ y 3 m 9 ( T n ]  (  —j; I  | \  (D 17) 
m 2 {&$ A(2) E(2)J-
Cette interaction est maximale lorsque les deux qubits sont en resonance, 1'approximation 
seculaire pouvant etre utilisee pour eliminer ce terme sinon. Les qubits peuvent s'echanger 
des photons virtuels via le resonateur meme lorsqu'ils ne sont pas en resonance avec ce 
dernier. 
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E 
Calcul classique du taux de relaxation d'un circuit LC 
Dans cette annexe, je m'interesse au calcul classique du temps de relaxation d'un 
circuit LC elementaire a l'interieur d'un resonateur. 
Le theoreme des fluctuations-dissipation dicte que la relaxation d'un systeme est cause 
par les fluctuations de l'environnement agissant sur celui-ci. Pour un circuit LC, son taux 
de relaxation correspond au taux de decharge de la capacite connectee a une admittance 
complexe arbitraire Y[CJ] ou [•>•'!] 
7k = 3?{Y[l„]}- (E>1) 
En EDQ en circuit avec des qubits de charge, on peut considerer le qubit comme un 
circuit LC elementaire couple par une capacite Cg a l'electrode centrale d'un resonateur 
a la position xq comme le circuit de la Fig. E.l. Le resonateur ayant une capacite et 
inductance par unite de longueur de C° et L°, il possede une impedance caracteristique 
z° = ^ L57c5 ainsi qu'une vitesse de groupe v = l/\/L0C0. Ce dernier est couple a des 
resistances R a l'entree et a la sortie par des capacites Ce et Cs respectivement. 
L'admittance presentee au circuit LC par l'environnement alors [7s] 
ZM = + (ZgM-1 + ZdH"1)"1,  (E .2) 
avec Y[u;] = Z[u;]_1 et ou les impedances a la gauche et la droite du circuit LC, en serie 
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Figure E.l: Impedance de l'environnement dans un resonateur. Modele de circuit 
decrivant admittance effective de l'environnement agissant sur un circuit LC representant un 
qubit a l'interieur d'un resonateur. a) Le qubit en position xq est couple par une capacite C9 
a I'electrode centrale, elle meme couplee a des resistances R a I'entree et a la sortie par des 
capacites Ce et Cs. b) L'impedance totale de l'environnement a la position xq, Z{xq), est une 
c o m b i n a i s o n  p a r a l l e l e  d e s  s e c t i o n s  d e  g a u c h e  d e  e t  d r o i t e s  e n  s e r i e s  a v e c  C g .  
avec la capacite C g ,  sont 
^0Ze + iZ0 tan[fc(£ + xg)] 
Zo 4- iZs tan[fc(£ + xq)\' 
Z, zdM = z1 0^s + iZQ tan[k(£ - xq)] 
Z0 + iLs tan[k(£ — crq)] 
(E.3) 
(E.4) 
avec l'impedance a I'entree qui s'ecrit Ze = {iuiCjn)_1 + R, et de maniere similaire pour 
l'impedance a la sortie Zs. Telle que schematisee a la Fig. E.lb), l'impedance Z\u)] cor­
respond a une combinaison parallele des impedances a la gauche et a la droite du qubit. 
II a ete montre par Houck et al. [•'>()] que cette description est en accord avec les 
resultats experimentaux. 
Temps de decoherence et limite d'occupation d'un 
resonateur non-lineaire 
La decoherence d'une superposition d'etats de Fock du resonateur non lineaire est 
provoquee par les processus de relaxation et de dephasage. Comme je l'ai montre a la 
section §(2.5), les pertes radiatives par les ports d'entree/sortie sont la source dominante 
de relaxation dans un resonateur. Selon les capacites de couplages, le taux de relaxation 
total est typiquement de l'ordre de k/2it ~ 0.1 — 1 MHz pour un mode a u\j2i\ ~ 5 GHz. 
La presence de defauts a l'interieur et autour de la jonction Josephson provoque des 
fluctuations de l'amplitude tunnel et du champ magnetique local en 1 /f. De cette maniere, 
le courant critique Ic et le flux magnetique dans le SQUID sont des quantites bruyantes 
causant du dephasage sur l'etat quantique du systeme. Les temps de dephasage peuvent 
etre evalues en calculant la sensibilite des frequences propres aux variations de E,j et de 
(voir, par exemple [17]). Ainsi, pour le bruit de courant critique, le temps de dephasage 
associe est donne par 
ou l'amplitude relative des fluctuations est typiquement de l'ordre Aj c  ~ 10-6/c [! 'is]. En 
ce qui a trait au bruit de flux, le temps de dephasage au premier ordre des fluctuations 
est donne de maniere analogue 
avec une amplitude relative des fluctuations typiquement de l'ordre de A$ ~ 10 6$o [I 
T'h A 
7* ~ Ai<~di: (F.l) 
T? x  ~ A<J^-
*  1  x )  
(F.2) 
187 
188 Annexe F : Temps de decoherence et limite d 'occupation d un resonateur non-lineaire 
1 in], Cornrae le potentiel du SQUID a l'Eq. (4.6) possede un maximum a = {0, <J>0} 
et un minimum a = <J>0/2 dans le cas d'un SQUID asymetrique, le circuit devient 
insensible au bruit de flux au premier ordre puisque la derivee premiere est nulle. Pour ces 
valeurs speciales du flux (communement appeles sweet-spots), les fluctuations contribuent 
au deuxieme ordre au dephasage de sorte qu'on a 
-l 
(F.3) 
0 /2  
En se restreignant a de grandes energies Josephson de sorte Ej/E'Cm 3> 1, on minimise 
1'impact des fluctuations de courant critique et de flux magnetique sur les frequences 
propres du systeme de sorte que T& S> 1/K. Le temps de decoherence total n'est alors 
limite que par la relaxation suivant T2-1 = (2TK)~1 + T^1 ss (2TK)~X. 
II y a egalement une limitation a 1'utilisation du dispositif pour eviter de faire passer la 
jonction dans son etat de voltage. II est done imperatif que les fluctuations du courant du 
resonateur soient plus faibles que le courant critique Ic = |^Ej. Cette limite se traduit, 
grossierement, a un nombre de photons critique occupants un mode du resonateur en 
respectant (nm | | nm ) < Ej, ou {| nm )} est un etat de Fock du mode m. Comme 
les corrections non lineaires abaissent le potentiel, les niveaux d'energie de l'hamiltonien 
Eq. (4.32) sont en realite moins espaces en frequence que dans le cas harmonique. Ce 
dernier procure alors une borne inferieure a l'occupation maximale qui est donnee suivant 
T*'(*x = n$ 0/2) 7tA 2d
2u), 
* d$l 
m 
nm > 
E, 
\l^>E^mEcT, \ 
Es _ I Ej 
Th
"
m8E'Cim-rh*m)lShKmm ( ' } 
A cause du courant applique par le resonateur sur la jonction, l'occupation maximale 
est alors reduite d'un facteur ^Jr]h in par rapport au nombre d'etats ~ ^JEj/SEq dans 
le puits de potentiel d'un transmon. Bien entendu, pour les transmons, aller au-dela de 
la valeur critique ne fait pas passer la jonction vers un etat resistif puisque celle-ci n'est 
biaisee que par une difference de potentiel. 
Dans le regime de parametres etudies dans cette these ou le ratio Ej/E'c m ~ 102 —105, 
le nombre d'etats accessibles est toujours largement superieur a un avec n\ ~ 10 dans le 
regime de forte non-linearite et ncm > 102 pour le regime de faible non-linearite. 
G 
Controle coherent de la reponse spectrale d'un systeme 
a trois niveaux 
Dans cette annexe, on s'interesse a la reponse micro-onde d'un systeme quantique 
supraconducteur lorsqu'excite de maniere coherente par de multiples sources micro-ondes. 
Ce travail a ete effectue en etroite collaboration avec Jaewoo Joo et Prof. Barry Sanders 
de 1'Universite de Calgary et a ete publie dans Physical Review Letters [121]. 
G.l Introduction 
La transparence induite par rayonnement electromagnetique (TIE) exploite la co­
herence atomique pour permette une transparence controlee optiquement a l'interieure 
d'une raie d'absorption en plus d'un ralentissement extreme de la lumiere [11!']. En irra-
diant fortement une des transitions d'un atome a trois niveaux represents a la Fig. G.l, 
chacun des niveaux ainsi fortement couples par le champ se transforment de maniere 
effective en un doublet, ouvrant ainsi une fenetre de transparence en frequence de largeur 
equivalente au couplage. Un systeme a trois niveaux permet aussi un autre phenomene 
distinct : l'effet laser sans inversion (LSI) [1 11]. Ce dernier correspond a de l'absorption 
negative (soit de l'amplification) malgre une population du niveau inferieur qui excede 
celle du niveau superieur. Le LSI provient de l'interference de deux processus d'excitations 
simultanes supprimant l'absorption. Dans cette annexe, je montre que la susceptibilite 
optique d'un seul systeme a trois niveaux dans une configuration A peut etre contro­
lee de maniere coherente par l'irradiation des trois transitions possible du systeme. En 
particulier, je montre qu'en manipulant l'amplitude et la phase relative des sources d'ex­
citations, le systeme A peut etre transforme en un milieu absorbant, transparent ou a 
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gain sur demande. Cet efTet peut etre vu comme une interference des effets de TIE et de 
LSI donnant lieu a la presence simultanee de transparence et d'amplification de signaux, 
un effet que je refere comme etant de la TIEA. 
Les systemes atomiques A ont deja ete etudies d'un point de vu theorique [I 12, I l.'i] 
et experimental [ 1 11—J in] et la theorie de la TIEA predit des pics de TIE asymetriques, 
ce qui est coherent avec les observations experiment ales d'une asymetrie anormale des 
pics de TIE avec un gaz d'atomes de rubidium [l Hi]. En optique, un signal micro-onde 
est generalement utilise simultanement a des lasers optiques pour sonder les trois tran­
sitions atomiques. Cependant, a cause du faible couplage dipolaire au champ, les effets 
sont difficiles a observer sans rechauffer le gaz d'atomes. Pour palier ce probleme, je 
suggere l'utilisation d'un seul atome artificiel supraconducteur couple a un guide d'onde 
uni-dimensionnel. La detection du phenomene de TIEA se faisant alors par une mesure 
en transmission ou en reflexion du signal micro-onde. Experimentalement, le couplage 
dipolaire fort [ 1 ~>], la separation d'Autler-Townes [1 17, 1 Is], la capture coherente de po­
pulation [1 19], le triplet de Mollow [150] et la TIE [I3i] sont des exemples d'effets d'op­
tique quantique qui ont ete observes dans les circuits supraconducteurs. Les systemes 
A artificiels formes par des jonctions Josephson constituent done d'excellents candidats 
pour l'observation de la TIEA. 
Le systeme quantique tel que montre a la Fig. G.l possede trois niveaux \ i )  avec 
comme frequences de transitions u)ij et taux de relaxation -j,3 entre les niveaux |i) et |j) 
pour i,j € {1,2,3}. La transition |z) |j) avec un moment dipolaire electrique dij est 
excitee par un champ electromagnetique coherent de champ electrique El} et decale en 
frequence de <5,j de la resonance avec cette transition. La frequence de Rabi complexe 
correspondante est alors • Ei} (h= 1). En dehors du point de degenerescence en 
flux, aucune regie de selection ne s'appliquent pour ce circuit supraconducteur de sorte 
que toutes les transitions dipolaires peuvent etre excitees en appliquant trois signaux 
micro-ondes pres de chacun des Wij [1 17]. 
Pour &ij = |i) ( j \ ,  l'hamiltonien du systeme est 
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Figure G.l: Systeme atomique A. Un systeme atomique A avec excitations indiquees par 
les fleches pleines (bleue et rouge), les parcours de relaxations par les fleches hachurees et les 
transitions avec les lignes pointillees. 
ou c.h. denote le conjugue hermitique. Dans un referentiel tournant et en prenant £12 = 
<5j3 — (523, l'Eq. (G.l) est remplacee par 
3 1 
Hint — ) ' fili&ii ^ ^ "I" ch) . (G.2) 
i =  2  Z  i > j  
Comme on l'a vu a la section §2.2, le couplage aux degres de liberies de l'environnement 
provoque la relaxation et le dephasage du systeme quantique de sorte que l'equation 
maitresse du systeme s'ecrit 
3 
p  =  p ]  + y / l i j V i j ] P  +  ^ E  \ Z % i a i i } p  
i < j  i — 2  
=  C p  (G.3) 
pour T>[c]p = cp& — {cfc, p}/2. Ici 7^ est un taux de dephasage pure pour le niveau |z), 
qui devrait etre negligeable pour le qubit de flux au point de degenerescence [l-~>2] et pour 
le fluxonium dans une plus large gamme de valeurs de flux autour de ce point [110], 
Pour la transparence induite, une excitation forte (ci-apres nommee la pompe) Q23 3> 
J7i3 > 0 provoque une separation Autler-Townes du niveau |3) donnant deux raies d'ab-
sorption s13/713 = ± l^l /2r3 pour T3 = (713+ 723 +7^3)/2 avec une fenetre de transpa­
rence centree a J13 = 0 et une largeur ami-hauteur LMH = -)i2+l<t>2 + \^-a\2[I>">]• La 
dispersion et 1'absorption optique sont quantifies, respectivement, par les parties reelle et 
imaginaire de la susceptibilite au premier ordre x'1' oc |rf 131213 ou p\} = (i|ps|j) est 
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Figure G.2: Fonction de reponse d'un systeme A. a) Absorption, b) dispersion et c) in­
version de population en fonction du decalage de frequence <513/713 pour la TIE (lignes rouges 
hachurees), le LSI (lignes jaunes pointillees) et la TIEA (lignes pleines bleues) pour des valeurs 
de IO712 = 713, 723 = 7i2, ^23 = 0, et 5Q13 = 5S7i2 = 7i3 et ^23 = 7i3-
la solution stationnaire de l'equation maitresse [II]. Ainsi, la dispersion et l'absorption 
sont proportionnelles a 3£{p|i} et ^{pli}, telles qu'il est montre aux figures Figs. G.2a),b) 
pour la TIEA, la TIE (fi^ = 0) et le LSI (SI13 = 0). Tel qu'attendu, les courbes de dis­
persion et d'absorption sont reliees entre-elles par la relation de Kramers-Kronig. 
La courbe d'absorption de la TIE montre une fenetre de transparence entre deux 
bandes Autler-Townes et la dispersion lineaire telle que vue a la Fig. G.2b) indique que 
la vitesse de groupe est constante et plus faible dans cette fenetre. La coube d'absorption 
de LSI est typique et montre une transparence en resonance avec une bande d'absorption 
dans les frequences inferieures et une bande d'amplification (ou d'absorption negative) 
pour les frequences superieures. La TIEA, par contre, exhibe la fenetre de transparence 
caracteristique de la TIE mais avec avec la particularity de l'effet LSI que la fenetre 
est bornee par une bande d'absorption et d'amplification a la place des deux bandes 
d'absorption d'Autler-Townes. A la Fig. G.2c) on observe que l'inversion de population 
P11 —p|3 est toujours positive pour la TIE, le LSI et la TIEA confirmant que 1'amplification 
n'est pas une consequence d'une inversion de population. 
Dans les faits, la TIEA n'est pas une combinaison simple des phenomenes de transpa­
rence induite et d'effet laser sans inversion puisque la coherence entre les niveaux ajoute 
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Figure G.3: Controle coherent de la fonction de reponse d'un systeme A. a) Absorp­
tion et b) dispersion en fonction du decalage en frequence 513/713 telles qu'obtenues a partir de 
la solution stationnaire de l'Eq. (G.3) pour la phase relative $ egale a 0 (courbe pleine bleue), 
7r/2 (courbe hachuree rouge), TT (courbe pointillee verte) et 3ir/2 (courbe pointillee-hachuree 
jaune). Les parametres sont les memes qu'a la Fig. G.2. 
a la richesse du phenomene. Comme il est montre a la Fig. G.3, le controle de la phase re­
lative d'au moins une des excitations par rapport aux deux autres determine si la bande 
d'amplification se situe dans les frequences superieures ou inferieures, ou tout simple-
ment pas d'amplification du tout. Ce controle devient clair en prenant psn ~ 0 la solution 
stationnaire s'ecrit1 
g>-i4> 13 
P31 — 2iQ13 (pjj - P33) (iSl3 - + ^23^12e (pan - ps22) (G.4) 
ou F = 4 (z<5i3 — r3) (i5i3 — 712/2) + Q23 montre clairement les contributions usuelles 
des phenomenes de la TIE (premier terme) et de LSI (second terme). L'interference entre 
les deux effets est controlee par la phase relative $ = (ft 12 + 023 — <Pn ou on observe que la 
courbe d'absorption de la Fig. G.2a) est retrouvee pour une valeur de $ = 0. La TIEA est 
remplacee par de l'absorption ordinaire pour $ = ir/2 avec 712 713, et une image miroir 
de la courbe a $ = 0 est obtenue pour la phase $ = 7r. Lorsque $ = 37r/2, la courbe 
1. Avec les parametres de la Fig. G.2, on trouve Maxflp^il] ~ 0.15 alors l'approximation ~ 0 
est grossiere et ne permet pas d'obtenir une analyse quantitative mais est suffisante pour obtenir le 
comportement qualitatif. 
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Figure G.4: Caracteristiques quantiques d'un fluxonium. a) Frequences des transitions 
Ui/2-n et b) elements de matrices \tl3 | pour le couplage de charge pour le fluxonium entre les 
niveaux |i) et |j) en fonction du flux externe ^ext/^o, ou <J?o est le quantum de flux. Les 
parametres proviennent de Ref. [lid]. Je propose de biaiser le systeme A a $ext/$o = 0.08, 
tel qu'indique par la ligne verticale hachuree, la ou 112 = <23, optimal pour 1'observation de la 
TIEA. 
d'absorption correspond a un profil de TIE avec cependant une fenetre de transparence 
remplacee par une d'amplification. Celle-ci est accompagnee d'un profil de dispersion 
lineaire de sorte que la vitesse de groupe est encore une fois constante est inferieure dans 
cettre fenetre. 
G.3 Proposition experimentale 
La presente theorie pour un systeme A s'applique directement a une experience re-
cente de transparence induite avec un gaz d'atome de Rb [I Hi], qui montrait a la fois 
une amelioration de la transmission et une asymetrie entre les bandes de transmissions 
inferieure et superieure. Bien qu'elle parvienne a expliquer l'amelioration de la transmis­
sion, la theorie presentee dans [I H>] ne parvient pas a tenir compte de l'asymetrie des 
bandes. Une analyse quantitative approfondie serait necessaire pour determinee a quel 
point l'asymetrie des bandes est due au phenomene de la TIEA et non a d'autres rai-
sons experimentales comme les inhomogenietees des irradiations laser et micro-onde, le 
rechauffement du gaz dans la cellule, la presence du gaz tampon, etc... . On note aussi 
que, bien que la theorie predit egalement une amplification de signal, l'elargissement in-
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Figure G.5: Proposition experimentale pour l'observation de la TIEA avec les cir­
cuits supraconducteurs. Le fluxonium, une combinaison d'une jonction Josephson en paral-
lele avec une grande inductance, est couple capacitivement a l'extremite d'une ligne a transmis­
sion semi-infinie. La mesure de la reflexion du signal s'effectue a I'aide d'un circulateur utilise 
pour separer les signaux entrants et sortants. Le signal a la sortie est amplifie (non montre) et 
melange a l'oscillateur local (LO) pour realiser une mesure homodyne du signal reflechi. 
homogene et l'absorption dans la cellule peuvent en masquer l'observation. Un avantage 
de la proposition d'observer la TIEA avec des atomes artificiels supraconducteurs couples 
a une ligne a transmission ID est que le phenomene peut etre etudie de maniere controlee 
sans certaines des complications qui surviennent avec les gaz. 
Les qubits supraconducteurs tels le qubit de flux [•>•">] et le fluxonium [1 111] sont des 
systemes A en dehors de leur point de degenerescence de flux [117] et done des candi-
dats potentiels pour la realisation de la TIEA. La Fig. G.4a) montre la structure des 
niveaux d'energie du fluxonium alors que la Fig. G.4b) montre les elements de matrice 
des transitions |ijj| = \dij\/g ou g est l'amplitude du couplage dipolaire electrique, toutes 
deux en fonction du flux externe applique. Loin de $ext/$o = {0,0.5}, les trois elements 
de matrice ont des valeurs comparables de sorte que le fluxonium peut aisement etre 
utilise comme systeme A. En comparaison, le qubit de flux a des elements de matrices 
magnetiques similaires [117], mais est beaucoup plus sensible aux bruit de flux et tend a 
avoir le niveau |3) tres eleve en energie. En considerant ces faits, le fluxonium apparait 
comme un candidat prometteur pour l'observation des effets etudies ici. 
La susceptibilite, done la TIEA, peut etre etudiee en couplant l'un ou 1'autre des 
systemes A a une ligne a transmission supraconductrice [Hi]. Les profils d'absorption et 
de dispersion peuvent etre mesures autant en transmission qu'en reflexion et une sugges­
tion de montage experimental de la mesure du signal reflechi est illustre a la Fig. G.5. 
Pour determiner comment le signal reflechi contient l'information sur la coherence p31, 
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j'utilise la theorie input-output telle que suggeree par Gardiner et Collet [I]. Comme je 
le demontrons a l'Annexe §H, dans l'approximation de Markov et en se concentrant sur 
les signaux centres autours des frequences de sonde (a), de pompe (b) et de controle (c), 
l'hamiltonien libre de la ligne a transmission est 
^ roc 
H tl = J ojd\uj)o(uj)  dui ,  (G.5) 
66{a,6,c} 
avec les operateurs d'annihilation 6{uj) satisfaisants [o(^), d^{ujr)\ = So^biuj — cj'). 
En autant que la separation en frequence des signaux excede largement leur largeur, 
on peut considerer les modes de la ligne comme des modes qui commutent et dans cette 
limite l'hamiltonien d'interaction de la ligne avec le systeme A s'ecrit 
tf int =  i  j 13 + {uj)o23 + \p^c \u)uu - c.h. du. 
J—oo LV Z7T V LlT V Z7T 
L'equation du mouvement pour le champ correspondant a la sonde etant 
a(u, t) = i [H, a] = -iuja(uj) - gi30"i3, (G.6) 
suite a une integration a partir du temps to < t a t, on trouve comme solution 
a(t, u) = e-^-^aoiu) - g13(u,) f a13(e)e~ iu^ d t', ' (G.7) Jtn 
oil on a defini a(t = t0,u;) = ao(w). De la meme maniere, en integrant jusqu'a tx selon 
t\ > t, on trouve plutot 
a(t,uj) = e~Mt~ t l )ai(uj) + gu(u) £ <T13(i/)e~Iu;(t_t,) dt', (G.8) 
oil a(t = t\,u>) = ai(u/). C'est a partir des conditions aux frontieres a t — to et t = t\, 
soit avant et apres l'interaction avec le systeme, qu'on definit les champs d'entree et de 
sortie tels que 
1 r°° 
ae(t) = —-= / e- l^-^ao(uj) doj, (G.9) 
V Z7T J—oo 00 
oc 1 r°~ , , 
as(t) = -= e-^'aiHclw, (G.10) 
V 27T J—c -00 
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et ou le changement de signe tient compte du changement de direction de propagation 
suite a la I'interaction avec le systeme. Devant alors repondre simultanement a ces deux 
conditions frontieres, on trouve une relation simple entre le champ de sortie au champ 
d'entree suite a une simple integration temporelle et soustraction des Eqs. (G.7) et (G.8) : 
<h(t) = ae(t) + ^ ua l3{t). (G.ll) 
Avec le montage de mesure homodyne tel qu'illustre a la Fig. G.5, la mesure par reflexion 
permet d'obtenir le champ a la sortie (aOut(0) = (®m(£)} + = r{o-in{t))- Ainsi, 
la mesure des courbes de dispersion et d'absorption se fait directement par l'entremise de 
la mesure de la partie imaginaire et reelle du coefficient de reflexion r. De plus, la norme 
|r| presente des signatures d'absorption, de transparence et d'amplification selon qu'elle 
est inferieure, egale ou superieure a un. 
Je suggere de biaiser le fluxonium a $ext/$o = 0.08 tel qu'indique par la ligne hachu-
ree verticale dans la Fig. G.4. A cet endroit, tn = ^23 ce qui est un choix optimal pour 
l'observation de la TIEA. Contrairement au cas avec des resonateurs coplanaires [1 1], le 
couplage aux modes de propagations d'une ligne a transmission expose le systeme A aux 
fluctuations du potentiel du vide de l'environnement aux frequences de transitions, aug-
mentant alors le taux de relaxation spontanee. Comme estime pour les taux de relaxation 
dans cette situation, j'utilise les resultats de Astafiev et al. ou un qubit de flux etait couple 
a une ligne a transmission avec 7i2/27r = 11 MHz a 3>ext = 0 [1 ">()]. Dans 1'approximation 
du bruit blanc, les taux de relaxation a ^ext/^o = 0.08 pour le fluxonium peuvent etre 
estimes en utilisant les elements de matrice de la Fig. G.4, donnant 713/2^ = 25 MHz, 
7i2/27r = 2.6 MHz et 723/2^ = 2.6 MHz. Les Figs. G.2 et G.3 ont ete obtenues en uti­
lisant ces valeurs, montrant que la TIEA avec des systemes A supraconducteurs devrait 
etre possible avec les parametres experimentaux actuels. 
Une autre approche pour mesurer le phenomene de la TIEA avec des des circuits 
supraconducteurs est par la tomographie de l'etat quantique ou la matrice densite est 
completement reconstruite et demontrerait l'absence d'inversion de population dans la 
fenetre d'amplification. Cette technique peut etre realisee en couplant le systeme A a un 
resonateur [ I -V>] alors que j'ai montre au chapitre §5 que le couplage fort d'un qubit de 
flux est desormais possible [•">2,5.'}, "m], Un avantage de cette approche est que le resonateur 
protegera le systeme A du bruit en frequence loin de sa frequence naturelle d'oscillation 
par effet Purcell, comme nous l'avons vu au chapitre §3. 
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Finalement, un reseau de systemes A supraconducteurs couples a une ligne a transmis­
sion pourrait representer un element essentiel pour le calcul et la communication quan-
tique dans les micro-ondes alors que le phenomene de la TIEA et du controle coherent de 
la susceptibilite permettrait de ralentir, stocker et d'amplifier des signaux micro-ondes 
sur demande. 
H 
Separation du champ d'une ligne a transmission selon le 
domaine de frequence 
Dans cette annexe, je demontre comment on peut separer le champ quantique d'une 
ligne a transmission infinie en plusieurs champs disjoints agissant dans des domaines de 
frequences differents. La procedure se base sur celle de la Ref. [GO]. 
Je m'interesse au probleme ou l'hamiltonien total du systeme est de la forme 
H = Hq + Hit + Hint, (H.l) 
on trouve que 
- (H-2) 
i=l,2,3 
l'hamiltonien libre du systeme quantique alors que celui de la libre a transmission s'ecrit 
^ poo 
H \t = / uiaJ(uj)a(uj) du. (H.3) 
Jo 
Ici, HMT represente le couplage dipolaire entre la ligne et le systeme et en supposant des 
elements de matrice non nuls pour toutes les transitions, il prend la forme 
^ roc 
Hint  =  iY, / dujg i : i(uj)[a(uj) + - a j t\. (H.4) 
3>i J° 
Ce dernier peut se reecrire autrement en restreignant le domaine d'integration sur une 
199 
200 Annexe H : Separation du champ d 'une ligne a transmission selon le domaine de frequence 
bande etroite de frequence autour des transitions DtJ = ujj — cjt de l'atome 
ru)ji+0 
j>i J"n~ s  
A ^ ijro
Hint = did gij(u)[a(uj) + a'(a;)][<7y - a^] (H.5) 
uJa-8
avec 6  <C uj}1. En passant dans un referentiel tournant par rapport a H q  et H \ t ,  l'hamil-
tonien total devient alors 
H' = iY, r*+9 dul 9ij(uj)la{uj)e-iujt + at(u;)e+jajf][(Tue-^it - (H.6) 
rbJji+& 
j > i  " U j i  
Apres avoir laisser tomber les termes oscillants trop rapidement et definissant gij(ui) 
7r on a 
H' = i ~ (H-7) 
j>i 
avec comme operateurs de champs 
a i j(t)  = du. (H.8) 
\/27r Juiji-8 
II est important de remarquer que les relations de commutations doivent demeurer in-
tactes, soit 
K W , < , ( < ) < ]  =  5 - /  I [<i(u»)1a»(w')]e-i("-""l,e+"("'-""1'' dux*/ 
2*7r Jujij—d /tj rj\ 
1 rr+0 
=  —  J  J  e  6 ( u - u /  +  u i j  -  a;fci)e~JWteWt' dw da;', 
apres avoir fait un changement de variable et utilise le fait que [a(w), a^(a;')] = 5{ui — u/) 
dans la deuxieme egalite. Maintenant, si \utJ — | 0 alors l'integrant sera toujours 
nul pour {ij} ^ {&/} et on peut ecrire 
[o"-(i),ofl(f)t] = (H.10) 
Finalement, en supposant que les taux 7y sont petits, de sorte que les echelles de temps 
soient bien plus longues que celle imposee par la coupure 1/0, on peut prendre la 
limite 9 —> 00 dans I'integrale de sorte que Ton obtient la relation de commutation tant 
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M t ) , a k l ( t y ]  = S i j M S { t - t ' )  (H.ll) 
avec 
1 f°° 
aij(t) = ^K= a(u/)e~l(w_u;ij)t du/. (H.12) 
V2TT J—OO 
Ainsi, les modes du champ associes aux differentes transitions du systeme commutent 
et cette approximation reste valide, en autant que la separation en frequence des transi­
tions est superieure aux taux de relaxation. Suite a la separation du champ de la ligne, 
l'Eq. (H.12) est valide pour tout couple {ij} et son utilisation doit done faire l'objet de 
grande minutie. En fait, on definit plutot 
a i j ( u )  =  j  dt ,  (H.13) 
comme la transformee de Fourier de de sorte que la relation de commutation 
[ajj(u/), a^(u/)] = 6ij,kiS(uj — u/) soit respectee. En utilisant plutot cette definition et en 
retournant dans le referentiel du laboratoire, I'hamiltonien du systeme s'ecrit maintenant 
H = Hq + Y.{ [ aij(w)ay(w)w du/ + iJ[ [a*, (u/)^ - Oya^a;)] du;} . (H.14) 
i :>j (JO V Z7T J—oc J 
J'ai done demontre que, dans l'approximation de Markov, un meme bain agissant 
sur les differentes transitions du systeme quantique d'interet agit independamment, en 
autant que la separation en frequences des transitions soient suffisamment grandes par 
rapport aux taux de relaxation. 
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